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Capitolul 1 


Vectori 


Unele mărimi fizice sunt complet determinate printr-o singură 
proprietate, care este chiar valoarea lor numerică. Aceste 
mărimi, cum ar fi: temperatura, volumul, timpul, energia, frec- 
venţa, se numesc scalari. Operaţiile matematice cu scalari sunt 
operaţii aritmetice obişnuite. 

Există însă mărimi fizice a căror descriere completă necesită spe- 
cificarea direcţiei, sensului şi respectiv a punctului de aplica- 
ţie. Aceste mărimi se numesc vectori, iar exemple în acest sens 
sunt: viteza, acceleraţia, forţa, impulsul, momentul unghiular, 
momentul forţei, etc. 


1.1 Reprezentarea unui vector 


Există mai multe posibilităţi de exprimare a unui vector: geo- 
metrică, analitică, matricială. Fiecare dintre ele prezintă avantaje 
şi limite, de aceea reprezentările sunt alese şi folosite în funcţie de 
problema concretă care se doreşte a fi rezolvată. 


1.1.1 Reprezentarea geometrică 


Un vector este reprezentat ca un segment orientat, care porneşte 
dintr-un punct numit origine sau punct de aplicaţie. Segmen- 
tul este aşezat pe dreapta suport AA” şi are sensul indicat de 
vârful săgeţii (Fig.1). 


Fig. 1 


Ca urmare, un vector este caracterizat de următoarele patru mă- 
rimi: 


e origine (punct de aplicaţie) - punctul de unde porneşte 
e direcţie - dreapta suport pe care este aşezat 

e sens - indică încotro se îndreaptă 

e modul(mărime) - valoarea numerică 


Modulul sau mărimea vectorului este proporţională cu lungi- 
mea segmentului orientat. Modulul vectorului se notează A sau 
A. 


Să considerăm un vector de mărime egală cu unitatea, notat EA, 
orientat pe direcţia şi în sensul vectorului A. Acesta se numeşte 
versor!. In aceste condiţii, se poate scrie: 


A = AEA (1.1) 


1.1.2 Reprezentarea analitică 


În reprezentarea analitică, un vector se exprimă prin proiecţiile 
sale pe un sistem de axe ortogonale, de exemplu, sistemul carte- 
zian (Fig. 2). 

Să notăm cu Az, Ay, A; proțiile lui A de-a lungul axelor Oz, Oy,- 
Oz. Atunci: 


A = Ari + Aj + Azk (1.2) 


unde î, j, k sunt versorii direcțiilor Oz, Oy, Oz. 
Mărimea. vectorului se află folosind teorema lui Pitagora: 


A= ,/42 +A +A? (1.3) 


De exemplu dacă: 3 = 7i — 3J + 2k(m/s), atunci vs = 7m/s, 
vy = —3m/s, şi v, = 2m/s; prin urmare 


v = V49 +9 + 4 m/s=v62m/s=7.87m /s. 


1În literatura de specialitate se folosesc şi alte notații pentru versori. 
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Fig. 2 


1.1.3 Reprezentarea matricială 


Orice vector poate fi exprimat ca o matrice cu o singură li- 
nie sau cu o singură coloană, fiecare element al acesteia repre- 
zentând componenta. (proiecția vectorului) pe o anumită direcţie. 
De exemplu, dacă vectorul este reprezentat analitic prin relaţia 
(1.1.2), atunci : 

A = (4, A, 42) (1.4) 


sau 


(1.5) 


D 
l 

DdD D 
ked 
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1.2 Operații cu vectori 


1.2.1 Adunarea şi scăderea vectorilor 


Fie A şi B doi vectori oarecare. Suma A + B este, de asemenea, 


un vector: X 
A+B=C (1.1) 


4 D 


Fig. 3: (a) metoda poligonului; (b) metoda 
paralelogramului 


Mărimea, vectorului rezultant se poate determina prin oricare din 
modalitaţile de reprezentare ale vectorilor discutate anterior. 
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În Fig. 3 sunt reprezentate două metode geometrice de aflare ale 
vectorului sumă. 


Prin regula poligonului (Fig. 3a) vectorul rezultant a doi (sau 
mai mulţi) vectori se află trasând segmentul ce închide conturul 
poligonal construit din vectorii aşezaţi vârf-origine. Originea vec- 
torului rezultant se află în originea primului vector iar vârful - în 
vârful ultimului vector al sumei. 


În Fig. 3b este ilustrată adunarea a doi vectori prin metoda para- 
lelogramului. Conform regulii paralelogramului, vectorul re- 
zultant este diagonala mare a paralelogramului construit de cei 
doi vectori concurenţi A şi B. 


Din Fig. 3 se observă că adunarea este comutativă. Această 
construcţie geometrică permite calculul mărimii vectorului sumă 
cu ajutorul teoremei lui Pitagora generalizate: 


C = VA2+ B2+ 2ABcosa (1.2) 


Dacă suma a doi vectori este egală cu zero, atunci vectorii sunt 
egali ca mărime şi au sensuri opuse. 


A+B=0>B=-A (1.3) 
Această relaţie defineşte vectorul opus şi permite definirea ope- 


raţiei de scădere a doi vectori ca adunarea dintre un vector, A, 
cu vectorul opus, (—B). 


D=A-B=A+(-B) (1.4) 


Să exemplificăm, în continuare, adunarea vectorilor, plecând de 
la reprezentarea, lor analitică. In coordonate carteziene: 


Ā = Azi + Aj + Ak (1.5) 
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(>) 


Fig. 4: Determinarea vectorului diferenţă, D; (a) prin 
adunarea lui A cu vectorul opus — B; (b) vectorul 
diferenţă, D, uneşte vârfurile celor doi vectori A şi B şi 
are sensul înspre vectorul descăzut 
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B = B,i+B,j+B:k (1.6) 


Componentele vectorului sumă se află prin adunarea algebrică a 
componentelor (proiecţiilor) corespunzătoare, pe direcţiile Oz, Oy 
şi Oz. 

B) 


ori Cu 
l 
F 
R 


i 
j - 


Această procedură analitică poate fi generalizată pentru adunarea 
a n vectori R;, 4=—1,2,3...,n. 

Dacă se cunosc proiecţiile acestor vectori pe axele sistemului de 
coordonate carteziene, Riz, Riy, Riz, atunci, vectorul sumă este: 


R = > R; (1.9) 


(R2 + R2 + R? (1.10) 


R 


unde 
R = Si R; = S R, = Sa; (1.11) 
i=1 i=1 i=1 


1.2.2 Înmulțirea vectorilor 


Există mai multe posibilităţi de înmulţire a vectorilor. Aces- 
tea depind de contextul problemei, rezultatul înmulţirii vectoriale 
fiind - în unele cazuri - mărimi vectoriale sau scalare. 


Inmulţirea unui vector cu un scalar 
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Din înmulţirea unui vector, A cu un scalar u, rezultă un alt vector, 
A', de mărime uA. 
A! = uă = pă (1.12) 


Direcţia, vectorului A’ este aceeaşi cu a vectorului A, iar mărimea 
şi sensul său depind de valoarea scalarului pi: 


e dacă u > 0 sensul lui A! este sensul lui A; 
e dacă u < 0 sensul lui A! este contrar sensului lui A. 


Un exemplu de înmulţire a unui vector cu un scalar a fost deja 
ilustrat în relaţia (1.1.1) şi în Fig. 1. 


Propietăţile adunării şi înmulţirii vector-scalar. 


Produsul scalar 


Produsul scalar a doi vectori se notează cu ” -”. Rezultatul 
operaţiei de înmulţire scalară a doi vectori este un scalar: 


A.B = ABcosa (1.13) 
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unde a reprezintă unghiul dintre vectorii A şi B (Fig. 5). 
Dacă vectorii A şi B sunt perpendiculari, produsul scalar este nul, 
întrucât cos 900 = 1. 


Fig. 5: Interpretarea geometrică a produsului scalar 


Din definiţia dată de (1.13) se observă că produsul scalar este 
comutativ: 


A-.B=B.A (1.14) 


Cu ajutorul Fig. 5 se poate da o interpretare geometrică a pro- 
dusului scalar a doi vectori. Aşa cum rezultă din figură, proiecția 
vectorului A pe dreapta suport a lui B este: 


PrgA = A cos a (1.15) 


astfel încât: 
A- B= (Acosa)B (1.16) 


La fel: 
PrzB = B cosa (1.17) 


17 


astfel încât: NN , 
A:-B=A.PrzB (1.18) 


Componenta unui vector pe o axà este proiecția acestuia pe di- 
recția acelei axe. Deoarece direcția şi sensul fiecărei axe este de- 
terminată de un versor corespunzător, se poate scrie: 


A-i (1.19) 
A, = Acos(Â4,j)=A4.j (1.20) 
A, = Acos(Ā,k)= A-k (1.21) 


Cosinuşii unghiurilor dintre vectorul A şi axele Oz, Oy, Oz se nu- 
mesc cosinuşi directori. 


aa A, 

cos(A,i) = A = (1.22) 
>a O Ay _ 

cos( A, j) = To Bi (1.23) 
sate A, 

cos(A,k) = Eat (1.24) 


unde aj, Di şi pa sunt cosinuşii directori ai lui A. Ca urmare: 
A = A- (ani + bij + mk) = AG (1.25) 


unde: _ 
EA = ai + Dj + yık (1.26) 


este versorul direcției lui A. Într-adevăr: 
Eq-c4a=l (1.27) 


deoarece: 
a +B tyl. (1.28) 
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Întrucât versorii au componentele i(1,0,0),J(0, 1,0), k(0,0, 1) şi 
sunt reciproc perpendiculari, atunci produsul lor scalar va fi: 


î=0 (1.29) 
.k=1 (1.30) 


iar produsul scalar al vectorilor A( Ag, Aj, A) şi B(B,, B, B+) se 
exprimă ca: 


A. B = AB + AB + A.B, (1.31) 


Exemple de mărimi definite ca produs scalar sunt: lucrul me- 
canic, fluxul câmpului gravitațional, al câmpului electric sau al 
câmpului magnetic etc. 


Produsul vectorial 


» » 


Produsul vectorial a doi vectori A gi B, notat cu ” x ” are 


ca rezultat un vector, Č. 
AxB=C (1.32) 


Prin convenţie, produsul vectorial este un vector perpendicular 
pe planul format de A şi B (Fig. 6 ). Sensul lui C este stabilit 
de regula burghiului drept: se aşează burghiul perpendicular 
pe planul format de cei doi vectori şi se roteşte în sensul 
suprapunerii primului vector al produsului peste cel de- 
al doilea pe drumul cel mai scurt. Sensul de înaintare al 
burghiului este sensul vectorului rezultant. 

O astfel de regulă de înmulţire ne atenţioneaza asupra faptului că 
produsul vectorial este anticomutativ: 


AxB=-BxA4A (1.33) 
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Fig. 6: Ilustrarea regulii burghiului 


Mărimea. vectorului rezultant este dată de relaţia: 
C = ABsina (1.34) 


Cu ajutorul Fig. 6 se poate da interpretarea geometrică a 
produsului vectorial. Se constată că modulul lui C reprezintă 
o jumătate din aria paralelogramului construit de cei doi vectori. 


Să calculăm produsul vectorial folosind acum reprezentarea ana- 
litică: 


Ax B = (Asi + Aj + A-k) x (Bai + B+ B:k) (1.35) 
= A,Ba(î x Ù + AB (i x J) + AB x k) 
+A,Ba( x Ò + A,B,U x J) + A,B-U x k) 
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mă 


+A,Bu(k x î) + A-B,(k x J) + A-B-(k x k) (1.36) 


Deoarece produsul vectorial a doi vectori coliniari este zero, iar: 


îxj=k (1.37) 
jxk=i (1.38) 
kxi=], (1.39) 


se obţine: 


AxB = AB, — AB + (AB — A,B.) + EAB — AB.) 


_ 7] 4 47| 4 A |g 42 4 
a [e D A ac ls o B, B, 
i j k 
= Ag Ap A (1.40) 
B, B, B, 


Produsul mixt 


Produsul mixt include ambele tipuri de înmulţiri dintre vec- 
tori. Rezultatul produsului scalar dintre vectorii C şi produsul 
vectorial al altor doi vectori A şi B este un scalar, D: 


(x B)-Č=D (1.41) 


Dacă vectorii sunt cunoscuţi pe componente, atunci produsul mixt 
se poate calcula sub forma unui determinant caracteristic: 


A A A 
ep: (1.42) 
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Fig.7: Interpretarea geometrică a produsului mixt 


Ţinând cont de semnificația geometrică a produsului vectorial Ax 
B, precum şi a produsului scalar A+ B, din Fig. 7, rezultă că 
mărimea, lui D este egală cu volumul paralelipipedului construit 
cu cei trei vectori (necoplanari). 


V = aria bazei x înălţimea (1.43) 
= Ax B| O cos(4 x B, Č) (1.44) 
= (Ax 5) .ă (1.45) 


Din (1.42) se observă că produsul mixt nu-şi schimbă valoarea 
dacă cei trei vectori sunt comutaţi ciclic: 


22 
(Ax 8).C=(Bx0).4=(6x4)-8 (1.46) 


Triplul produs vectorial 


Rezultatul aplicării produsului vectorial între trei vectori este un 
vector. Deoarece efectuarea repetată a produsului vectorial între 
vectori este un lucru destul de dificil, acesta se calculează cu aju- 
torul unor produse scalare? şi anume: 


Ax Bx0=B.(Ax6)-0. (Axă) (1.47) 


1.2.3 Derivarea vectorilor 


Să considerăm un vector, A, exprimat în funcţie de o mărime 
scalară, de exemplu, s. Această dependenţă poate fi scrisă (în 
coordonate carteziene) sub forma: 


Å = A(S) + Ay(5)] + Az(s)k (1.48) 
Derivata unui vector în raport cu un scalar poate fi scrisă în acelaşi 
mod ca şi derivata unei funcţii scalare, adică: 
A A SA 
dA _ iei (s + As) — A(s) 
ds As—0 As 


(1.49) 


In cazul în care funcția scalară s este, de exemplu, timpul t, de- 
rivata vectorului A devine: 


? Această regulă este uşor de reţinut sub numele ”bac minus cab”. 
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dÄ dA,- dA- dA,» 


a a a ra (6:20) 


Această relaţie defineşte viteza instantanee a vectorului A. 


Procedura matematică de diferenţiere a unei funcţii vectoriale este 
similară, aşadar, cu cea pentru funcţii scalare. De exemplu: 


îi a a (151) 
LUA) = Targ (1.52) 
4.8 = a (1.53) 
L (Ax B) = dp, ax E (1.54) 


Toate aceste reguli vor fi folosite în cadrul cinematicii şi dinamicii 
punctului material şi ale sistemelor de puncte materiale. 


1.2.4 Integrarea vectorilor 


Trebuie să facem, mai întâi, distincţia netă dintre o funcţie 
scalară” de variabilă vectorială, de exemplu: 


u(r) = u(x, y, z) (1.55) 


şi o funcţie vectorială! de variabilă vectorială, de exemplu: 


3Exemple de funcţii scalare: densitatea, temperatura, energia potenţială, 
etc. 

“Exemple de funcţii vectoriale: viteza, intensitatea câmpului 
gravitațional, electric, etc. 
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alr) = @(z,y, z) = as(£, y, z)i + ay(£,y, z)J + a,(x,y, z)k, (1.56) 


Ambele funcții sunt definite în orice punct descris de vectorul 
de poziţie 7 şi sunt exprimate în sistemul de referință cartezian 
(Oz, Oy, 02). 

Să considerăm o curbă IL, în spaţiul pe care este definită în orice 
punct funcţia vectorială. Integrala funcţiei vectoriale a, de-a lun- 
gul curbei I, se defineşte ca: 


fa dr= i (azdz + ady + azdz), (1.57) 

T T 
unde dr reprezintă variația vectorului de poziţie în coordonate 
carteziene: , 

dr = dxi + dyj + dzk (1.58) 

O alternativă de exprimare a expresiei (1.57) este în funcţie de 
distanţa s măsurată de-a lungul curbei T faţă de un punct fix (Fig. 
8). Dacă notăm cu 0 unghiul dintre direcţia lui ă şi tangenta, la 
curbă în orice punct, atunci: 


fë dr = | acosbas (1.59) 


T T 


1.3 Operatori vectoriali diferenţiali 


Operatorii diferenţiali ce vor fi definiţi în cele ce urmează per- 
mit exprimarea locală (punctuală) a legilor fizicii. Aceşti opera- 
tori vectoriali (gradient, divergență şi rotor) pot fi exprimaţi 
cu ajutorul operatorului diferenţial notat a viză numit ” nabla”. 


5De cele mai multe ori se omite scrierea lui V cu vector deasupra. 
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T) 


Fig. 8: Ilustrarea procesului de integrare a vectorului a 
de-a lungul conturului L 


6. 


In coordonate carteziene, operatorul ”nabla” are expresia 


s oh Geba 


Operatorul 
> > ðo- ô- > ð>- ô- ó> 
, i 2 Z i 7 ? ? 
V.V=V (şi o! Zr) (Z | dy f ZED 
o? o? o? 
J (32 op Z) 


Expresia operatorului V depinde de sistemul de coordonate ales 


26 


se numeşte operatorul Laplace sau ”laplaceian”. 


In funcţie de modul prin care acest operator ”se aplică” unei 
mărimi fizice scalare sau vectoriale se obţin trei situaţii distincte: 


e gradient - dacă se aplică unei funcţii scalare 

e divergență - dacă se aplică prin produs scalar unei funcţii vec- 
toriale 

e rotor - dacă se aplică prin produs vectorial unei funcţii vecto- 
riale 


Expresiile operatorilor vectoriali depind de sistemul de coordo- 
nate în care se definesc. Pentru simplitate, vom considera, în cele 
ce urmează doar sistemul cartezian. 


1.3.1 Operatorul gradient 


Definiţie 
Operatorul gradient se aplică unor funcţii scalare, transformându- 
le în mărimi vectoriale. Dacă notăm funcţia scalară cu p = 
(x,y,z) atunci, în coordonate carteziene, expresia gradientului” 
mărimii scalare este: 


> > Odp- p- opz 

Vg = dp = i H k 1.62 
i Al Ea o (1.62) 

Semnificația fizică 

Să considerăm că valorile funcţiei scalare p nu depind, în primă 


"Operatorul gradient este un vector, de aceea, pentru sublinierea cestui 
lucru, am marcat semnul vector deasupra. În cele ce urmează, pentru simplifi- 
carea, scrierii vom omite acest semn, fără a uita însă caracteristicile vectoriale 
ale operatorului. 
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aproximație, decât de coordonatele punctului în care aceasta se 
evaluează. 

Se defineşte noţiunea de suprafaţă de ”nivel” constant sau 
(suprafaţă echipotenţială în cazul în care funcţia y reprezintă 
un potenţial), locul geometric al punctelor pentru care funcţia p 
are aceeaşi valoare (Fig. 9): 


p = p(z,y, 2) = const. (1.63) 


P(x,y,z)>p>const. 


(x,y,z) =Q: =const. 


Fig. 9: Suprafeţe echipotențiale 


Variația funcţiei între două suprafeţe de nivel constant este: 


Ap = pa(7,y,2) — p(x, y, z) (1.64) 
Din Fig. 9 se observă că valoarea (22) a variaţiei funcţiei, rapor- 
tată, la distanţa dintre cele două suprafeţe, depinde de orientarea 
segmentului As. 
Se defineşte derivata după o direcţie a funcţiei scalare p, prin 
relaţia: 
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SE fim ee (1.65) 


Fig. 10: Orientarea segmentului As în raport cu un 
sistem de axe carteziene. 


Dacă fixăm orientarea segmentului As în raport cu un sistem 
de axe carteziene (Fig.10) şi ţinem cont de faptul că funcţia p 
depinde de variabila s prin intermediul coordonatelor z,y, z, se 
obţine: 


Ap Ar Ap Ay Ap Az 


sa li i | g | f 1.66 
ds m (35 E N NN z) (1.66) 


Relaţia devine: 
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= E cosa - z cos 6 - a cos y (1.67) 
unde: 
„Ax 
cosa = Am Z (1.68) 
. Ay 
cosf = Am As (1.69) 
Az 
cosy = lim As (1.70) 
Expresia (1.67) corespunde produsului scalar: 
d 
< = grad p: ês (1.71) 
unde: 9 9 ə 
p> p> r 
d= H H k 1.72 
gaua o Da (1.72) 
sau : P p 
grad p = cosa : i + cos p- j + cosy- k (1.73) 


Se observă că mărimea gradientului poate fi definită ca: 


|grad p| = a | (22) | (22) (1.74) 


Să considerăm în continuare, un plan tangent în punctul P , (7), 
la suprafaţa de nivel constant y = (x,y,z) = const (Fig. 11). 
Toate punctele din planul (7) din vecinătatea punctului P sunt 
caracterizate de: 


Ay x 0> —=0 (1.75) 
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Fig. 11: Orientarea vectorului gradient 


Pentru orice direcţie €;,; esp; etc. din acest plan: 


dp că 
7 grad Y- Ëa =0 (1.76) 
dp E 
7 = grad P ` ess = 0 (1.77) 


Ca urmare, grad p este orientat perpendicular pe oricare două 
direcții din planul (7). Conform teoremei celor trei perpendicu- 
lare, Vp este perpendicular pe planul format de direcţia ei. Deci, 
direcţia gradientului este perpendiculară pe suprafeţele de nivel 
constant, în lungul normalei în punctul respectiv. Prin convenţie, 
se consideră că sensul vectorului Vp este acela în care p este 
crescător. Deci, cu alte cuvinte, vectorul gradient ”ținteşte” în 
direcţia celei mai rapide creşteri, în spaţiu, a lui o. 


În concluzie, principalele proprietăţile ale gradientului unei funcţii 
scalare (gradp) sunt: 
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e este o funcţie vectorială definită în orice punct (“funcţie de 
punct”) 

e indică direcţia şi sensul celei mai rapide creşteri a funcției sca- 
lare 

e are mărimea dată de derivata după direcția celei mai rapide 
creşteri a funcţiei 

eeste orientat perpendicular pe suprafeţele ”echipotenţiale” p = 
const., oricare ar fi mărimea fizică p, căreia i se aplică 


Vom discuta mai amănunţit semnificaţia fizică a acestui opera- 
tor, în cazul definirii funcţiei potenţial scalar. 


1.3.2  Divergenţă 


Definiţie 
Operatorul divergență se aplică funcţiilor vectoriale prin opera- 
ţia de înmulţire scalară. 
Dacă notăm funcţia vectorială cu a, atunci, în coordonate carte- 
ziene d = (x,y, 2) şi expresia divergenţei este: 


Oa Oa, ða, 


V -d = div đ = a | (1.78) 


Semnificația fizică 

Pentru a ilustra semnificația fizică a operatorului divergență, ne 
vom folosi de un exemplu din mecanica fluidelor. Se defineşte în 
acest caz, intensitatea curentului masic, I, cantitatea de fluid care 
trece printr-o suprafață dS în unitatea de timp: 


dm 
Ta 1. 
Ji (1.79) 
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Fig. 12: Ilustrarea interpretării fizice a divergenţei 


Masa dm poate fi scrisă în funcţie de valoarea vitezei unei ” parti- 
cule” de fluid în regiunea suprafeţei infinitezimale ds. Suprafaţa 
"văzută” efectiv de fluidul în curgere este d$, = dScosa. Canti- 
tatea de fluid ce trece într-un timp dt prin suprafaţa dS sau (dSn) 
este cuprinsă într-un cilindru de arie a bazei d$, şi de înălţime 
v - dt. Ca urmare: 


dm = pdS„vdt = pdSwdtcosa (1.80) 


unde p este densitatea volumică a fluidului. Ca urmare: 


d 
pe e pdSwcosa (1.81) 
dt 
Se defineşte, de asemenea, densitatea curentului masic, j prin 
relaţia: 
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dSudt 


Constatăm că, întrucât viteza este o mărime vectorială, iar p - un 
scalar, j este o mărime vectorială: 


j pv (1.82) 


J= pë (1.83) 


Având în vedere că v se poate scrie, în coordonate carteziene, sub 
forma: 


U = Vri + vyj + vk (1.84) 
rezultă că: 
J = jai + Jud + jek (1.85) 
unde: 
Je = PVz, Jy = pPVy, Jz = Puz. (1.86) 


Să analizăm în continuare, curgerea unui fluid în raport cu un 
referenţial cartezian Oxyz. Mărimea vectorială generică ă din 
relaţia (1.78) va fi acum J. Ne vom folosi de Fig. 12 şi vom 
începe discuţia noastră cu direcţia Oy din motive de vizibilitate 
mai bună. 

Densitatea. de curent pe faţa de intrare în paralelipipedul de volum 
elementar dV este j,(y), iar cea de ieşire jy(y + dy). Cantitatea 
de fluid ce intră în volumul elementar dV este: 


dm(y) = pdzdzvy(y)dt (1.87) 


iar cea care iese: 
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dm(y + dy) = pdzdzv,(y + dy)dt (1.88) 


Dacă, eventual, dm(y) este diferit de dm(y + dy), atunci putem 
vorbi de o masă netă de fluid care ”izvorăşte” sau ” dispare”, ex- 
primată ca: 


dmy = dm(y + dy) — dm(y) = pdxdzdt[v,(y + dy) — v,(y)] (1.89) 


Observaţii: 


e am considerat mai sus că fluidul este incompresibil, deci p(y) = 
p(y + dy) = p 

e dacă dm(y + dy) > dm(y) se spune că dV se comportă (după 
această direcţie y) ca un izvor. În caz contrar, dV se comportă 
ca un puț sau dren 


Putem exprima pe vy(y + dy) sub forma unei dezvoltări în se- 
rie Taylor: 


1 (9 1 (92 
vu td) = od) +a ( ar) da ( r) (dy)? +... (1.90) 


Dacă viteza de variație a lui v, cu y nu este foarte mare, atunci, 
într-o primă aproximație, putem considera că: 


ðv 
vy(y + dy) = vy(y) + Dy Y (1.91) 


astfel încât: 
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dmy = pdædzdt dy (1.92) 
y 


Relaţii similare vor putea fi scrise cu uşurinţă şi pentru direcțiile 
Oz şi Oz, astfel încât: 


dm = dM, + dmy + dm, (1.93) 
vz l ovy | Ov 
= pdzdydzdt( în u a) (1.94) 
O(pvz) i o(pvy) i O(pv2) 
= gt a e (196) 
O je jy di, 
(r T )\dVdt (1.96) 
Aşadar 
jz jy Oj dm 


(1.97) 


"02 dVdt 
Întrucât termenul I din relația (1.97) se poate scrie ca un produs 
scalar între operatorul v(2i, Su Zk) şi vectorul j (js, Jy, jz), re- 
zultă că: 


dm, 
dVdt 


Cu alte cuvinte, div j reprezintă masa de fluid izvorâtă dintr-un 
volum elementar dV în unitatea de timp, raportată la valoarea 
lui dV. Se spune că div j reprezintă productivitatea specifică de 
fluid a "izvorului” elementar dV. Evident, cu cât izvorul va fi mai 
puternic, cu atât divj care îl caracterizează va fi mai mare. De 
altfel, termenul divergență provine de la cuvântul latin ” diver- 
gere” , care înseamnă ”a izvorî”. Având în vedere că dm = ]: dS l 


V -J= divj = (1.98) 
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în care dS este suprafața care înconjoară volumul elementar dV, 
prin integrare pe întreg volumul unei surse macroscopice de fluid 
vom putea scrie: 


fit = fiav (1.99) 
S V 


care reprezintă teorema lui Green-Gauss-Ostrogradski. A- 
ceas “a ultimă relație stabileşte o legătură între o integrală de 
suprafaţă a lui j şi una de volum a unei funcţii de j. 


1.3.3 Rotor 


Definiție 
Operatorul rotor se aplică funcțiilor vectoriale prin operația de 
produs vectorial. Dacă aplicăm rotorul funcţiei vectoriale ă = 
d(z,y, 2) se obţine: 


I j k 

Vxă = rtä=| È 7 3 (1.100) 
Ar Qy Qz 

Oa ay > ða, az > ay Oa) > 

E (Z E i (5 E i | (3 E i 


Interpretarea fizică 

Fie un vector A caracterizat prin componentele A, Ay, Az în ra- 
port cu un sistem de referinţă cartezian. Să considerăm o direcţie 
oarecare descrisă, de versorul ři. 

În planul perpendicular pe versorul ñ, alegem un contur infinite- 
zimal închis dl,care mărgineşte o suprafaţă mică AS. De obicei, 
sensul de parcurgere al conturului se stabileşte astfel încât sensul 
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pozitiv al versorului ñ să coincidă cu cel determinat prin regula 
burghiului drept. 

Operatorul diferențial rot este un vector a cărui proiecție pe di- 
recția lui n este definită prin relația: 


X A. 
rotnA = lim şă- di 


as>0 AS ean 


Să considerăm în cele ce urmează că vectorul A este viteza 7 a 
unui punct (element de masă) dintr-un corp rigid care se roteşte 
cu viteza unghiulară w în jurul unei axe de rotaţie coliniare cu ver- 
sorul ñ . În mod evident că traiectoria punctului considerat; este un 
cerc de rază r cu centrul pe axa de rotaţie iar viteza v = wr este 
orientată tangent la traiectorie. Conturul ce închide elementul de 
suprafaţă AS = nr?este $ dl = 2rr. 

Conform definiţiei 1.101 se obţine: 


di 2 
ane e 20 oa (1.102) 
r=0 mr? r=0 7772 


Astfel, rotorul vitezei liniare a punctelor unui solid rigid aflat în 
mişcare de rotaţie este dublul vitezei unghiulare. 

Din punct de vedere al calculului matematic este mult mai con- 
venabilă definirea operatorului rot în termeni de coordonate. 

Să găsim proiecţiile vectorului rot într-un sistem de coordonate 
cartezian, de exemplu de-a lungul axei Oz. 

Conturul pe care se integrează este un dreptunghi cu laturile 
Az, Ay indicat în Fig. 13. Se obţine: 


(z+Az,y,z) 
pă. d - | A(z, y, z)dz + 


(x,y,z) 
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kyz) 
/ (A 


KtAxyz)  — Gr Axy+Ayz) 


Fig. 13: Definirea operatorului rot în termeni de 
coordonate 


(z+Az,y+Ay,z) 
A(x + Ac, y,2)dy 


(z+Az,y,z) 
(z,y+Ay,z) 


(z+Az,y+Ay,2) 
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(2,2) 
A(x, y, 2)dy (1.103) 
(z,y+Ay,z) 


Considerând că Ax, Ay pot fi oricât de mici dorim, putem dezvol- 
ta termenii Az, Ay în serii Taylor: 


yY 
A 
A(x + Az, y,z) = A,(£,y, z) 9 dl aa + (1.105) 


Să revenim în relaţia (1.103) în care, pentru claritate, să calculăm 
suma între prima şi a treia întegrală, respectiv suma între a doua 
şi a patra integrală. După inversarea limitelor unei integrale şi 
apariţia semnului minus, se obţine: 


(z+Az,y,2) 
h = I Az(z, yY, z)d£ — (1.106) 


(x,y,z) 
(x+Arzx,y,z) 94 
f [av 2) + OAE 2) 4, da 
Oy 
(x,y,z) 


= AA A 
3y yAx (1.107) 


In mod similar se obţine: 


DA,(7, Y, z) 


pea 
i Oz 


AzAy (1.108) 
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Ca urmare, conform definiţiei (1.101), proiecția vectorului rotă pe 
axa, Oz este: 


So ia i 
ae (1.109) 


În mod similar se obţin şi celelalte proiecţii (considerând dreptun- 
ghiuri cu laturile Ay, Az respectiv Az, Ax şi repetând procedura 
matematică): 


> ðA, ðA, 

(rotA) EN (1.110) 
> 94, 84, 

(rotā), = DE ga (1.111) 


Din aceste relaţii rezultă definiţia, vectorului rotor în coordonate 
carteziene: 


PET DA, Ay =, OA, A; Fă DA, Az r 
Oz Oz 


Oy 02 Or Oy 
(1 


12) 


Fig. 14: Ilustrarea teoremei lui Stokes- Ampere 
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Să calculăm fluxul vectorului rot A printr-o suprafaţă oarecare măr- 
ginită de un contur închis, divizând suprafața considerată în mici 
elemente de suprafaţă AS;. 


| notă. d = ` rotă -dð (1.113) 
S © As, 


Cum AS; este foarte mic se obţine în primă aproximaţie, folosind 
relaţia. de definiţie (1.101), următoarele expresii pentru fiecare 
element de suprafaţă: 


1 rotă - dŠ = 1 (rot4) as N (rot4) AS; N fa: dl 


AS; AS; 


Ca urmare: 


| rată. dï x Sfi dl (1.115) 
s ai 


Conform Fig. 14 se observă că integralele de pe contururile ce 
mărginesc două suprafeţe vecine sunt opuse ca semn (deoarece 
sunt parcurse în ambele sensuri) şi ca urmare se anulează reci- 
proc. Singurii termeni ce rămân necompensaţi sunt cei de pe con- 
turul exterior ce mărgineşte suprafaţa considerată. Considerând 
suprafeţele AS; din ce în ce mai mici se obţine relaţia: 


| rată. dS x pă. dl (1.116) 


S 


Această relație este cunoscută ca teorema lui Stokes-Ampère. 
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1.4 Probleme 


1.1 Fie vectorii: 


A = 3i+4j+5k 
B = —ï+4] -2k 
Č = ï -j+k 


Determinaţi: 
a). mărimile celor trei vectori; 
. reprezentaţi grafic vectorii; 


. valoarea numerică a vectorului A+ B — C; 


O 


) 
) 
) 
d). versorii celor trei vectori; 

). produsele scalare: A. B, A - Č, B.C; 
f). 


produsele vectoriale A x B, Ax C, B x C; mărimea lor şi 
cosinusul unghiurilor dintre aceste perechi; 


g). Vectorii A, B,C sunt coplanari? 
h). produsul Ax B x Č. 


Rezolvare: 


a. Mărimile celor trei vectori sunt: 


A| = v9+16+25= 7.0711 
B| = vVi1+16+4 = 4.5826 
Č| = AMARIEI 2.4495 


Fig. 1.1 


b. Reprezentarea grafică este dată în Fig. 1.1. 
c. Vectorul: 


A+ B-C = (3—1—2)6+(4+4+1)7+(5—2—Dk = 97 +2k 


are valoarea numerică: 
|A +5- ë| STA 100195 


d. Versorii direcțiilor celor trei vectori sunt: 
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A Sa NE PIN - a 5 e EA 
a. A i a = 0497405674071 
i A 7.07 7.077 ! 7.07 ti caza 
z B E E 5 z i 
Pai ie at a e 1) 0970873443 

B AR 4.587 4.58 aioi 

Œ E E S ÎL sa za 5 3 
Pao e a Loar nak OA 
j 0045 oe ae A 
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e. 
A.B = —3+16-—10=3 
A.G = 6—4+5=7 
B. = —2—4-2=-8 
f. 
P i jk e ati 
AxB = |3 4 5 |=—985+]+16k 
—1 4 3 
AxC = |3 4 5ļ=9%+7]-11k 
ZE 1 
Pe Eog k OORD 
BxC = |-1 4 —2|=2-3j-—Tīk 
J $ j 


Mărimea vectorilor este: 


Ax B| = V282+1+ 162 = 32.265 
Ax G| = v92 +72 +112 = 15.843 
BxC| = V2 +3 +7 = 7.874 


iar unghiurile corespunzătoare dintre fiecare pereche de vectori 
astfel definiţi: 

i est d, Sa Ax B). 
cos(A x B,Ax C) = = )-( 
AX - 


2280-16 
$ = —0.82 


32. 265 - 15. 843 
(Ax B)-(Bx0) 


ax z]]a=ă 


Dao a? AN A d iară 
Š = —0. 67 


32. 265 - 7. 874 
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g. Pentru a vedea dacă vectorii A, B, C sunt copanari, se calcu- 


lează produsul mixt: 


A- (B x C) =3.2—4:3—5.-7=-—41 


Deoarece valoarea acestui produs este diferită de zero înseamnă 
că vectorii nu sunt coplanari. 


h. Pentru produsul dublu vectorial se foloseşte regula ” bac minus 


cab” 


AxBxC = 


BACY 


= Č. (A. B)=T(-i +47 — 2k) —3(2— j + k) 
= —13i— 313 — 17k 


1.2 Fie vectorii A gi B definiţi de următoarele expresii: 


46 


= ae kti + bt] + k 
= (csin wt)i + (d cos wt)j 


CI. Dı 


unde a,b,c, k,w— constante iar t-timpul. Calculati: 


a): e 
9 ielat 
c) 4 (8.5); 


Rezolvare: 


a. Folosim regulile de derivare ale vectorilor: 


A x E pă 
dd ei L aei + Loy = —kae ti + bj 


dt 

dB d ; > d z > : m 
ne AG sinwt)i + pri cosut)j = cw cosuti — dw sin wtj 
dă 
ES V(—kae-kt)? + b2 
dB 
| > Ve cost) + (dwsin wt)? 
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b. 
A| = ae)? + (bt)? +1 
B| = csinwt)? + (dcos wt)? 
E d __ 2 2(—kt) 2 
d A] ae A Ace a rre ae BB 
dt dt Vael) + 5242 + 1 
di> d w e -— d 
— |B) = —vV(esinwt)2 + (dcos wt)? = 
dt dt ví E ) 2 VE sin? wt + d2 cos? wt 


După cum se constată: 


dÄ d | + 
—— — JA 
dt 7 dt 
dB dz 
ai sa 
dt 7 dt 
c. 
d f> > d 
(4.5) = ge “esinwt + btd coswt) 
= (ake™c+ btdu) sin wt + (wae ™c + bd) cosut 
d. 
E o a g 
“(Ax B) = £ apt A 1 
csinwt dcoswt 0 


= wd(sinwt) i+ c(coswt)wj — 
(ake ™™d cos wt + ae™dw sin wt 


> 


+ cwcoswtbt + cbsinwt)k 
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1.3 Calculaţi mărimea gradientul funcţiei: 
f(z,y,2) = ty? + yr’ + ryz 

Rezolvare: 


Conform definiției operatorului gradient, se obține: 


Of Ols + 07 
ðr ! Oy"! dz 


gradf = Vf = k 


Derivatele parțiale ale funcției scalare f în raport cu cele trei 
coordonate sunt: 


Pellea (xy + yx” + zyz) = yY? + 2yxr +yz 


T (£y? + yr? + ryz) = 2yr + r° + rz 
y 


— = — (xy +yz” + ryz) = yr 


Ca urmare mărimea vectorului gradient este: 


[Vf] = V (Y? + 2yx + yz)? + (2yx + 1? + £z)? + (yx)? 


1.4 Calculaţi divergenţa vectorului: 
A = 4ri + 2j + 4yk 


Rezolvare: 
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Conform definiţiei operatorului divergență, se obţine: 


O O O 
cir. e Apa e A af al, 
divr V-r T TT 
O O O 


= 4 


Rezultatul aplicării operatorului divergență unei mărimi vectori- 
ale este un scalar. 


1.5 Determinaţi rotorul funcţiei vectoriale: 
F = (4abyz? — 10br?y?)i + (9abzz? — 6ba3y)j + 8abryzk 


unde a, b, c—constante. 
Rezolvare: 


Conform definiţiei operatorului divergență, se obţine: 


i j 
rof = VxF=|2? ð 


Or ðy ðz 
4abyz? — 10br?y? 9abxz? — 6bx?y 8abryz 


Q Fl 


i e TE — L E — 6bz%y) 
Oy Oz 


>| ð 2 22 
—j Gate) gz (abuz 10bz“y ) 


ó 2 3 ó 2 2-2 


= —10abrzi + (5abz? + 2bx?y)k 
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Capitolul 2 


Mecanica clasică 


2.1 Cinematica punctului material 


Cinematica studiază deplasările corpurilor în funcţie de timp, 
fără a ţine cont de cauza care produce mişcarea. Deplasarea unui 
corp față de alte corpuri se raportează la un sistem de referinţă 
solidar legat de corpurile alese drept repere. 


Un principiu fundamental al Mecanicii newtoniene este principiul 
caracterului absolut al măsurii timpului, adică măsura timpului 
este independentă de sistemul de referinţă ales, faţă de care se 
studiază mişcarea corpului. Cu alte cuvinte, dacă avem două fe- 
nomene care sunt simultane faţă de un sistem de referinţă, ele 
vor fi simultane faţă. de orice alt sistem de referinţă; deci, simul- 
taneitatea, a două fenomene are un caracter absolut în Menanica 
newtoniană. 


In Mecanică, un corp ale cărui dimensiuni pot fi neglijate în cur- 
sul mişcării sale, se numeşte punct material sau particulă şi se 


5l 
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reprezintă grafic printr-un punct geometric. 


Fie un punct material care se deplasează în timp; alegem ca sis- 
tem de referinţă. sistemul cartezian (Oxyz). Coordonatele x, y 
şi z ale punctului material şi respectiv vectorul de poziţie 7 sunt 
funcţii de timp: 


r): xlt) yt) z(t) (2.1) 


Funcţia F(t) se numeşte legea de mişcare a punctului material. 
Totalitatea pozițiilor succesive ale punctului material în timp for- 
mează o curbă numită tratectoria particulei gi este caracterizată 
prin ecuațiile parametrice: 


r=z(t) y=yt) z=2(¢) (2.2) 


Mărimile cinematice care caracterizează mişcarea unui punct 
material sunt viteza şi acceleraţia. Se defineşte viteza medie ca 
fiind variaţia. vectorului deplasare raportată la intervalul de timp 
cât are loc deplasarea: 


7 — 2.3 
ER ET v-t (2a 
şi respectiv viteza momentană: 
P ea TEN EST 
ai w vot aa 


Observație: vom folosi în continuare notația Leibnitz pentru de- 
rivata în raport cu timpul a unei mărimi, adică cu un punct dea- 
supra pentru derivata de ordin întâi şi respectiv cu două puncte 
pentru derivata de ordin doi. 
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Deci, viteza particulei este derivata în raport cu timpul a vec- 
torului de poziţie: 


=F (2.5) 
gi are componentele: 
r: t ge 20 (2.6) 
iar accelerația este derivata vitezei în raport cu timpul: 
d=i=r (2.7) 
şi are componentele: 
r: t) yH 20) (2.8) 


Fie două sisteme de referinţă S şi S (Fig.1), care se mişcă arbitrar 
unul faţă, de celălalt. Fie un punct material P aflat în mişcare faţă 
de cele două sisteme de referinţă. Mărimile cinematice similare 
faţă de cele două sisteme vor fi notate cu aceleaşi litere, fără şi 
respectiv cu accent. Între vectorii de poziţie ai particulei, 7 (faţă, 
de S) şi 7” (faţă de S’) este verificată relaţia evidentă: 


r= +r" (2.9) 
unde 
T = xE, + yE pe (2.10) 


iar €,, & şi €, reprezintă versorii axelor de coordonate ale siste- 
mului S', dependenţi de timp. Vom deriva relaţia (2.1.9) în raport 
cu timpul: 

„i 13 


b > y I ae a 
Perie e PA e tHE tt eo Hy e He (2.11) 
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În membrul stâng al identităţii (2.1.11) vectorul T reprezintă, vi- 
teza particulei faţă de sistemul de referință fix S, şi este numită 
convențional viteză absolută. În membrul drept, suma primilor 
patru termeni reprezintă viteza particulei dacă ea ar fi imobilă 
faţă, de sistemul S’, se numeţe viteză de transport a particulei 
şi ea este nulă dacă sistemul S’ nu se mişă faţă de S. Suma ulti- 
milor trei termeni din membrul drept reprezintă viteza particulei 
faţă, de sistemul mobil S” gi se numeşte viteză relativă. Aşadar, 
relaţia. (2.1.11) se poate scrie sub forma: 


Uabs = Utransp + Ure (2.12) 
unde 
ba ET (2.13) 
Trn = Fer Dia bă, te, (2.14) 
Ura = wE, + yE tE, (2.15) 


Observație: viteza de transport a particulei se compune din vi- 
teza ř, a originii sistemului mobil S' şi din viteza de rotație 
Üx = ze, +y'ë, + zë a particulei solidar legate de S’, în jurul 
punctului O’, presupus fix. Relaţia (2.1.12) se numeşte formula 
de compunere a vitezelor în Cinematica newtoniană. 


Vom deriva încă o dată, în raport cu timpul, identitatea (2.1.11): 


> > | r3 j: pi 
T= To t TE, +Y Eyt E 
1 e ra 
Deere, (2.16) 


2(iă, + pă, + E) 


În membrul stâng al identităţii (2.1.16) vectorul F reprezintă ac- 
celeraţia particulei faţă de sistemul de referinţă fix S, numită 
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accelerație absolută. În membrul drept, suma primilor patru 
termeni reprezintă accelerația particulei dacà aceasta ar fi soli- 
dar legată de sistemul mobil S” şi se numeşte acceleraţie de 
transport. Suma următorilor trei termeni reprezintă acceleraţia 
particulei faţă de sistemul mobil S” şi se numeşte acceleraţie re- 
lativă, iar suma ultimilor trei termeni se numeşte acceleraţie 
complementară sau acceleraţie Coriolis. Cu notaţiile: 


Gabs T r (2.17) 
transp = To H dă, yë, } PEA (2.18) 
üre = ËE, +H YE, +E, (2.19) 
compl = AAA F yë, + VE) (2.20) 
relaţia (2.16) se poate scrie sub forma: 
Cl ia az Gtránsp + Grel + 7 ABE, (2.21) 


ceea, ce reprezintă formula de compunere a acceleraţiilor în 
Cinematica newtoniană. 


2.2 Transformările Galilei 


În continuare, vom numi particulă liberă o particulă asu- 
pra căreia nu acţionează nici un alt corp. Experienţa arată că 
există sisteme de referinţă privilegiate pentru care este adevărată 
următoarea afirmaţie: orice particulă liberă se mişcă cu viteză 
constantă faţă de aceste sisteme, adică se deplasează rectiliniu şi 
uniform (principiul inerţiei). Sistemele de referinţă pentru care 
este valabilă această afirmaţie se numesc sisteme inerţiale. 


Să studiem în continuare mişcarea unei particule libere faţă de 
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două sisteme de referință inerțiale S (fix) şi S (mobil), deci care 
se mişcă cu viteză constantă atât faţă de S cât şi faţă de S”, adică: 


Qabs = 0 p Grel — 0 (2.22) 


Conform legii de compunere a accelerațiilor pentru o particulă 
(2.1.21), va rezulta: 


transp + compl =0 (2.23) 


ceea ce va conduce la: 


i 3 a 4: 
To=0 ; &=0 ; e =0 ar en 


=0 (2.24) 
Cerinţele relaţiei (2.2.24) exprimă faptul că originea O’ se depla- 
sează rectiliniu şi uniform faţă de S, iar axele sistemului S” nu 
se rotesc în jurul originii O’. Mişcarea sistemului de referință, 
în decursul căreia axele rămân paralele cu ele însele se numeşte 
mişcare de translație. Deci, sistemul inerţial S” are o mişcare 
de translație rectilinie şi uniformă faţă de sistemul inerţial S. 


Observaţie: pentru a menţine starea de mişcare rectilinie şi uni- 
formă sau de repaus relativ a unei particule libere, faţă de un 
sistem de referinţă inerţial, spaţiul şi timpul în sistemul inerţial 
trebuie să satisfacă anumite caracteristici: 

e spaţiul să fie omogen, adică toate punctele din spaţiu să fie echi- 
valente 

e spațiul să fie izotrop, adică traiectoriile particulelor libere aflate 
în mişcare să fie rectilinii indiferent de direcţiile în care are loc 
mişcarea 

e timpul să fie uniform, adică particulele libere să parcurgă spaţii 
egale în intervale egale de timp 
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Vom introduce noţiunea de eveniment, prin care se înţelege un 
fenomen produs într-un anumit punct geometric, la un anumit 
moment de timp. Un eveniment este caracterizat prin patru co- 
ordonate spaţio-temporale: trei coordonate spaţiale x, y şi z ale 
punctului unde are loc fenomenul şi o coordonată temporală t, 
desemnând momentul producerii lui. Noţiunea de eveniment va 
fi frecvent folosită mai ales în Cinematica relativistă. 


Coordonatele spaţio-temporale (7, t) caracterizează mişcarea ab- 
solută, coordonatele spaţio-temporale (77, t) caracterizează mişca- 
rea relativă, iar 7; caracterizează mişcarea de transport a siste- 
mului S’ faţă de S, S' aflându-se în mişcare rectilinie şi uniformă 
cu viteza u faţă de S. 


Intre coordonatele spaţio-temporale ale unui eveniment faţă de 
cele două sisteme de referinţă există relaţia evidentă: 


F= 7-7 (2.25) 


unde r, = vt reprezintă ecuaţia ce caracterizează mişcarea uni- 
formă a sistemului S” faţă de S. Conform principiului fundamen- 
tal al Mecanicii newtoniene al caracterului absolut al măsurii tim- 
pului, timpul se scurge la fel în ambele sisteme de referinţă, adică: 


t=v (2.26) 


Relaţiile (2.2.25) şi (2.2.26) reprezintă transformările Galilei 
care exprimă coordonatele spaţio-temporale ale unui eveniment 
faţă de un sistem de referinţă inerţial în funcţie de coordonatele 
spaţio-temporale ale aceluiaşi eveniment faţă de un alt sistem de 
referinţă inerţial aflat în mişcare rectilinie şi uniformă faţă de 
primul, în Mecanica newtoniană. Pentru cazul particular în care 
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U||Oz vom obţine transformările Galilei speciale directe: 


1 


= gz—vt 
1 = y 
(2.27) 
25 a 
Et 
şi respectiv transformările Galilei speciale inverse: 
= g +u 
p == y 
(2.28) 
DAE 2, 
=, az. 


Consecințele transformărilor Galilei (speciale) se referă la: 


e legea de compunere a vitezelor în Mecanica newtoniană, adică: 
Urel = Vabs — V (2.29) 

e invarianţa lungimilor în orice sistem de referință inerţial, adică: 
l=l (2.30) 

unde l’ reprezintă lungimea unei bare măsurată în sistemul S” iar 


l reprezintă lungimea aceleaşi bare măsurată în sistemul S. 


Observaţie: Transformările Galilei speciale au avantajul că au 
o formă foarte simplă şi conţin caracteristica esenţială a relaţiei 
dintre sistemele de referinţă inerţiale S şi S”, anume că ele au unul 
faţă. de celălalt o mişcare de translație rectilinie şi uniformă. 
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2.3 Principiile dinamicii newtoniene 


Dinamica, studiază mişcarea corpurilor plecând de la cauza 
care o produce. Principiile Dinamicii sunt propoziţii cu caracter 
general, obţinute pe baza a numeroase date experimentale. 


Principiul inerţiei (legea întâi a lui Newton) afirmă că orice 
particulă, în absenţa acţiunii altor corpuri, se mişcă rectiliniu şi 
uniform; deci, o particulă liberă se deplasează cu viteză constantă. 
Principiul inerţiei este verificat prin contrazicere, adică nu s-a ob- 
servat experimental că, dacă este îndeplinită condiţia din princi- 
piu mişcarea să nu tindă la una rectilinie. 


Observaţie: apare noţiunea de inerție care reprezintă tendinţa 
unui corp de a nu-şi modifica viteza în cazul când nu există acţiuni 
exterioare. 


Principiul manifestării acţiunii (legea a doua a lui New- 
ton) afirmă că, în condiţii exterioare date, produsul dintre masa 
şi acceleraţia unei particule este o funcţie vectorială ce depinde 
de poziţia particulei, viteza sa şi de timp: 


mr = F(F,r,t) (2.31) 


Observații: 


1. Apare noţiunea de masă; prin experiențe de ciocnire se de- 
monstrează că fiecare particulă este caracterizată de o mărime 
scalară pozitivă, specifică şi invariantă (în Mecanica newtoniană.) 
care reprezintă masa, particulei. 

2. Funcţia vectorială F reprezintă forţa cu care corpurile ac- 
ţionează asupra particulei, iar dependenţa F (7, 7,t) se numeşte 
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legea forței sau expresia forței. Forța F este o mărime vec- 
torială măsurabilă al cărui modul exprimă intensitatea acțiunii 
asupra particulei, iar direcția şi sensul ei redau orientarea acțiunii 
3. Principiul doi stabileşte dependenta generală a forței de vari- 
abilele cinematice 7, 7 şi t, dar nu dă o prescripţie pentru forma 
concretă a acestei dependente. 

4. Relaţia (2.3.31) reprezintă ecuația fundamentală a Dina- 
micii 


Principiul independenţei acţiunilor afirmă că exercitarea si- 
multană a mai multor acţiuni asupra unei particule nu modifică, 
legile forţelor; efectul asupra particulei este exprimat prin suma 
forţelor individuale: 


-> 


PRECOS A TA (2.32) 


Principiul acțiunii şi reacţiunii (legea a treia a lui New- 
ton) afirmă că două corpuri acționează unul asupra celuilalt în 
aşa fel încât forţele corespunzătoare sunt egale ca mărime şi de 
sens contrar: 


Fi = — Fa (2.33) 


unde F1> reprezintă acțiunea corpului 1 asupra corpului 2, 
iar Fə reprezintă reacţiunea corpului 2 asupra corpului 1. 


Principiul relativității a lui Galilei afirmă că, pornind de 
la situații inițiale similare, evoluția unui ansamblu de particule 
izolat (nu acționează nici o forță din exterior asupra ansamblu- 
lui) este aceeaşi în orice sistem de referință inerţial. 

O consecinţă deosebit; de importantă a acestui principiu se ob- 
ţine exprimând legea a doua a lui Newton pentru o particulă care 
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face parte dintr-un ansamblu izolat, faţă de sistemele inerţiale S 
şi S’: 


mr = F(F,r,t) față de sS 
(2.34) 


m? = F(r, r,t) față de S 


Se observă că legea forței este aceeaşi în ambele sisteme de referin- 
tà, conform principiului relativităţii a lui Galilei. Legătura dintre 
sistemele inerţiale este dată de transformarea Galilei (2.2.25), care 
derivată de două ori conduce la relația: 


Pr (2.35) 


adică acceleraţiile particulei în sistemul S şi S” sunt identice. Con- 
form relaţiei (2.3.34) rezultă: 


F( Po = F(F, r,t) (2.36) 


Folosind relațiile de transformare Galilei, egalitatea (2.3.36) de- 
vine: 


=> . = 


F(= 7t, —7,t) = F(F, r,t) (2.37) 


identitate ce exprimă invarianța expresiei forței exercitate 
asupra unei particule dintr-un ansamblu izolat, la schimbarea 
sistemului de referinţă inerţial. Cu alte cuvinte, dacă avem la 
dispoziţie o mulţime infinită de sisteme de referinţă inerţiale, con- 
form principiului relativității a lui Galilei nici unul din aceste sis- 
teme nu este privilegiat în descrierea mişcării unei particule libere 
şi toate principiile Mecanicii au aceeaşi formă faţă de orice sistem 
de referinţă inerţial. 
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În concluzie, Dinamica studiază mişcarea corpurilor pornind de 
la expresiile, presupuse cunoscute, ale forţelor exercitate asupra 
lor. Bazându-ne pe principii, să vedem cum se formulează concret 
problemele Dinamicii. 


Fie un punct material de masă m solicitat de forţa F (F, T, t) ce 
reprezintă o acțiune exterioară cunoscută. Problema de dinamică 
constă în determinarea mişcării particulei, iar rezolvarea ei se face 
cu ajutorul ecuației diferențiale vectoriale (2.3.31) pentru vecto- 
rul de poziţie 7 al particulei, ca funcție de timp. Această ecuaţie 
vectorială, scrisă pe componente revine la un sistem de trei ecuaţii 
diferenţiale de ordin doi, în formă normală, pentru funcţiile z(t), 


y(t) si z(t): 
më = F,(z,y,z,%,0,ž,t) 
my = F (£,y, z, t, 0, ż,t) (2.38) 
mă = F(x,y, z, t, 0, Ž, t) 
Acestui sistem de ecuații diferențiale i se asocoază condiţiile 
inițiale: 
Voz 
au (2.39) 
z(to) = Zo z(to) = Voz 
Sistemul de ecuaţii diferenţiale (2.3.38) impreună cu condiţiile 


inițiale (2.3.39) formează o problemă Cauchy care ne oferă, 
conform matematicii, o soluție unică şi care este: 


y = y(t) (2.40) 
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obținându-se legea de mişcare a particulei: 
=F t) (2.41) 


determinată de condițiile inițiale: 


(2.42) 


Numim stare mecanică la momentul t a unui punct material, 
ansamblul {F(t), F(t)} format din vectorul său de poziţie şi viteza 
sa în acel moment. Condiţiile iniţiale (2.3.42) definesc starea me- 
canică a particulei la momentul to. 


Deci, în ipoteza că expresia forței este cunoscută, starea meca- 
nică a unei particule la un moment dat determină univoc legea 
ei de de mişcare. Principial este suficient să cunoaştem starea 
mecanică la un moment to pentru a deduce, fără nici o ambigui- 
tate, starea mecanică a particulei la orice alt moment. Legea de 
mişcare poate fi găsită efectiv prin integrarea ecuației diferențiale 
(2.3.31), care se numeşte ecuația de mişcare a particulei. 


Observație: până acum s-a discutat modul în care legile lui 
Newton guvernează mişcarea punctelor materiale în sistemele de 
referință inerţiale. Este necesar să facem câteva consideraţii de 
dinamică privind sistemele de referință neinerțiale (sisteme 
pentru care nu mai este valabil principiul inerţiei). Faţă de siste- 
mele neinerţiale, legea a doua a lui Newton are un enunţ similar 
aceluia față de sistemele inerțiale, cu deosebirea majoră că forței 
care descrie acțiunea fizică a altor corpuri asupra particulei tre- 
buie să i se adauge forțele de inerție, anume forța de transport 
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şi forţa. Coriolis. Celelalte legi ale lui Newton (principiul inerţiei, 
independenţei acţiunilor, acţiunii şi reacţiunii) rămân neschim- 
bate în ce priveşte traducerea proprietăţilor acţiunilor fizice prin 
însuşiri ale legilor forţelor. 

Remarcăm că, în general, ecuaţia de mişcare a unei particule într- 
un sistem de referinţă neinerţial este considerabil mai complicată 
decât ecuaţia de mişcare scrisă faţă de un sistem inerţial. În 
consecinţă, legea de mişcare a particulei este mai greu de calculat. 
Deşi aceste consideraţii arată că sistemele inerţiale sunt privile- 
giate, totuşi în multe cazuri sunt folosite sistemele de referinţă 
neinerţiale. 


2.4  Interacţiile fundamentale 


Cele cinci principii ale Dinamicii, împreună cu principiul ca- 
racterului absolut al măsurii timpului alcătuiesc sistemul de prin- 
cipii fizice fundamentale, pornind de la care se dezvoltă logic 
întreaga. Mecanică newtoniană. Principiile Mecanicii newtoniene 
sunt conforme cu realitatea pentru un domeniu foarte intins de 
mişcări ale corpurilor. Domeniile în care ele încetează sa fie vala- 
bile sunt: 


e mişcările corpurilor cu viteze apropiate de viteza luminii, care 
sunt descrise corect pe baza principiilor Teoriei relativităţii 

e mişcările particulelor la scară atomică şi nucleară a căror des- 
criere este guvernată de principiile Mecanicii cuantice 


În afară de informaţia fizică generală conținută în principii, în Me- 
canica newtoniană se mai introduce informaţia fizică sub forma 
legilor de forţă ale interacţiilor care apar în diferite probleme con- 
crete. Forţele din Mecanică corespund unor interacţii fizice com- 
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plexe, dar oricât de complexe ar fi există o anumită suprapunere 
de interacțiuni fundamentale. 

În prezent, se cunosc patru clase de interacțiuni fundamentale pe 
care le vom enumera în ordinea, intensității crescânde. 


Interactiunile gravitaționale sunt cele mai slabe, dar cele mai 
generale: orice pereche de corpuri care au mase interacționează 
gravitațional. Legea de forţă a acestei interacțiuni a fost de- 
dusă de Newton (1687). Forţa gravitaţională dintre două par- 
ticule este atractivă, proporţională cu produsul maselor şi invers 
proporţională cu pătratul distanţei dintre particule: 


Tao T12 


Fura = -T (2.43) 


Ti2 T12 
cunoscută sub numele de legea gravitaţiei universale. I este 
constanta gravitațională universală şi a fost determinată ex- 
perimental, cu precizie, de către Cavendish (1798): 
T = 6.67 10-11 Nm2kg2. 


Observaţii: 


e mişcarea corpurilor cereşti este determinată în principal de inte- 
racțţiunea lor gravitaţională şi deci este guvernată de legea gravitaţională 
universală (2.4.43) 

e la scară terestră, prezintă importanţă atracţia gravitaţională 

a Pamântului asupra oricărui alt corp; forţa corespunzătoare, în 
vecinătatea, suprafeţei terestre se numeşte greutatea corpurilor; 
interacţiunea gravitaţinală a corpurilor la suprafaţa Pământului 

este complet neglijabilă faţă de celelalte interacțiuni ale lor. 


Interacțiunile electromagnetice sunt mult mai puternice de- 
cât cele gravitaționale , dar se manifestă numai între particulele 
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care posedă sarcină electrică. Legea de forță a interacțiunii 
electromagnetice dintre două corpuri încărcate nemişcate a fost 
stabilită de Coulomb (1785). Forţa coulombiană dintre două 
particule încărcate este proporţională cu produsul sarcinilor qı şi 
q2 ale particulelor, invers proporţională cu pătratul distanţei din- 
tre ele şi este atractivă sau repulsivă, după cum sarcinile au semne 
contrare sau au acelaşi semn: 


12 T12 


2 
Tio T12 


Fooulomb = (2.44) 


Factorul de proporționalitate k este pozitiv, iar valoarea lui re- 
zultă din alegerea unităţilor de măsură: 


k= = 8.99 10% Nm’ C? (2.45) 


ÅTEo 
O particulă cu sarcina q aflată în mişcare cu viteza Y într-un câmp 
electromagnetic extern, este supusă forței Lorentz: 


F =q(É +0 x B) (2.46) 


unde E este intensitatea câmpului electric iar B este inducția 
câmpului magnetic la un moment dat şi în punctul în care se 
găseşte particula în acel moment. 


Observație: majoritatea fenomenelor din natură sunt datorate 
interacțiunilor electromagnetice; astfel, structura stabilă a atomi- 
lor gi moleculelor, coeziunea corpurilor, frecările, reacțiile chimice, 
procese biologice constituie exemple ale suprapunerii tot mai com- 
plexe a interacțiilor electromagnetice. 


Teoria sistematică a interacțiunilor electromagnetice şi a efecte- 
lor lor macroscopice este studiată de Electrodinamica clasică, iar 
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studiul aprofundat al interacțiunilor electromagnetice pure dintre 
particulele elementare formează obiectul Electrodinamicii cuan- 
tice. 


Interacțiunile slabe şi tari se manifestă numai la scară nu- 
cleară, la distanţe cel mult de ordinul 10-15 m. Interacțiunile 
slabe sunt cele care produc reacții de tipul emisiei 8 a unor nuclee 
radioactive; aceste interacții au o intensitate de 10° ori mai mică 
decât aceea a celor electromagnetice. Interacțiunile tari leagă 
strâns protonii şi neutronii în nucleele atomice, asigurând sta- 
bilitatea nucleelor. Interacțiunile tari sunt de circa 10 ori mai 
intense decât cele electromagnetice. 


2.5 Teoremele generale ale Mecanicii 
pentru un punct material 


Teoremele generale ale Mecanicii sunt consecințele principii- 
lor Dinamicii, care înlesnesc abordarea problemei mişcării unei 
particule sau sistem de particule. Vom considera în continuare 
un punct material de masă m şi solicitat de forţa, F (r, T, t), dată 
într-un sistem de referinţă inerţial S. 


2.5.1 Teorema impulsului 


Se numeşte impuls al unei particule, produsul dintre masa m şi 
viteza y = f a particulei. Impulsul se notează cu piar unitatea de 
măsură în sistemul internaţional de unităţi este [p]sr = kg m/s 
sau N : s: 


pP =mi (2.47) 
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Dacă vom deriva în raport cu timpul relaţia de definiţie (2.5.47) 
vom obţine: 


dp di = R 
F mī = mr = F (2.48) 


Această formulă ne arată că derivata în raport cu timpul a im- 
pulsului este egală cu forţa totală exercitată asupra particulei şi 
reprezintă teorema impulsului pentru un punct material. Acest 
rezultat nu este decât o definiție alternativă a forței, care foloseşte 
noţiunea. de impuls, cele două definiţii: 


F = më 
(2.49) 

= dp 

Pa. 

dt 


fiind echivalente atunci când masa este constantă. 


O consecință imediată a formulei (2.5.48) se referă la cazul când 
forța totală care acționează asupra particulei este nulă; atunci şi 
numai atunci, impulsul total al particulei se conservă în timp: 


F=0o (5 =i) (2.50) 


Această concluzie este numită legea de conservare a impulsu- 
lui. Din punct de vedere matematic, componentele constante pa, 
Py Si pz ale impulsului particulei libere sunt integrale prime ale 
ecuaţiei de mişcare (2.3.31), adică integrale prime ale sistemului 
de ecuaţii diferenţiale (2.3.38). 
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2.5.2 Teorema momentului cinetic 


Momentul impulsului sau momentul cinetic (orbital) al 
unei particule este definit ca produsul vectorial dintre vectorul de 
poziţie 7 şi impulsul p al particulei: 


l=7xp  |lsr=J-s (2.51) 


Vom calcula în continuare derivata în raport cu timpul a momen- 
tului cinetic folosindu-ne şi de formula, (2.5.48): 


AR d a = A aia e e aci 
i > e EPEE PSIA ESMER EM 
dl i 

op > M (2.52) 


unde M = F x F reprezintă momentul forţei. Relaţia (2.5.52) 
exprimă teorema momentului cinetic: derivata în raport cu 
timpul a momentului cinetic al unei particule este egală cu mo- 
mentul forței exercitate asupra particulei. 


O consecință a teoremei momentului cinetic se referă la ca- 
zul când momentul forţei totale care acționează asupra particulei 
este nul; atunci şi numai atunci, momentul cinetic al particulei se 
conservă în timp: 


M =0 e I(t) = (to) (2.53) 


Acest rezultat se numeşte teorema de conservare a momen- 
tului cinetic. Componentele constante l+, ly şi l, ale momentului 
cinetic sunt integrale prime ele ecuaţiei de mişcare (2.3.31) şi sunt 
complet determinate de starea mecanică a particulei la momentul 
to: 
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Fig. 2* 


Observaţie: momentul forței totale ce acţionează asupra unei 
particule poate fi nul în următoarele cazuri: 


e F =0— M =0— l= const. 

e F A 0; acest lucru se întâmplă atunci când forța este o forţă 
centrală, adică direcția forței ce acționează asupra particulei 
trece printr-un punct fix dat numit centru de forță Fig. 2*. 


Expresia unei forțe centrale este: 
F = f(F,t)- (2.54) 


deci are direcția vectorului de poziție. Momentul acestei forțe 
centrale va fi: 


| = const. (2.55) 
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2.5.3 Teorema energiei cinetice 


Energia cinetică este o mărime scalară nenegativă definită prin 
semiprodusul dintre masa şi pătratul vitezei particulei: 


1 1 
Eein = zmo = măi (2.56) 


Fig.2 


Fie o porţiune din traiectoria unei particule cuprinsă între punc- 
tele A şi A2 (Fig.2) în care particula se găseşte la momentele 


tı şi respectiv to. In intervalul de timp elementar dt, particula 
parcurge arcul AA’ având vectorul deplasare: 


AA' = dř = ddt (2.57) 


73 


Fie F (7, d, t) forţa ce acţionează asupra particulei în punctul A. 
Produsul scalar: 


dL = F - dř = F,dx + Fydy + F,dz = Flrcosd (2.58) 


se numeşte lucrul mecanic elementar al forței F corespunzător 
deplasării elementare dr a particulei. Unghiul 0 este unghiul din- 
tre forţă şi direcția deplasării. Semnificația liniuţei transversale 
de pe litera d în ecuația (2.5.58) este că expresia diferențială dL 
nu este în general diferenţială totală a vreunei funcţii de poziţia 
particulei. 


Observaţii: 


e dacă forţa, este perpendiculară pe direcţia deplasării (F L dr) 
atunci lucrul mecanic elementar este nul 

e dacă forța nu este perpendiculară pe direcția deplasării, atunci 
lucrul mecanic elementar poate fi pozitiv şi se numeşte lucrul 
mecanic primit de particulă sau lucrul mecanic motor, sau 
poate fi negativ şi atunci se numeşte lucrul mecanic cedat de 
particulă sau lucrul mecanic rezistent 

e lucrul mecanic efectuat de forţa F în unitatea de timp este numit 
puterea forţei F care se exercită asupra particulei, la momentul 
t 


dL = 
di y (2.59) 


Puterea poate fi pozitivă (putere primită), negativă (putere 
cedată) sau nulă. 


Lucrul mecanic total corespunzător deplasării particulei în inter- 
valul de timp [t1, t2] se numeşte lucrul mecanic integral şi este 
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definit prin relația: 


A2 

inus 1 Peara (2.60) 
A 

Dacă vom utiliza în continuare legea de mişcare a particulei 7 = 

r(t) vom putea transforma integrala (2.5.60) într-o integrală după 

timp (integrală Riemann): 


SI 


Didi i * Fire, 30 ja (2.61) 


1 


Vom deriva în continuare energia cinetică a particulei în raport 
cu timpul: 


if — d (Langa) = a + 50) = miti = a = 4 
dt dt2 E dt 
; L 
A E da, (2.62) 


dt dt 
Relaţia (1.5.62) arată că derivata în raport cu timpul a energiei 
cinetice a unei particule este egală cu puterea forței exercitate 
asupra particulei, sau variația energiei cinetice a particulei într- 
un interval infinitezimal dt este egală cu lucrul mecanic elemen- 
tar efectuat în acest interval de timp de forța exercitată asupra 
particulei. Afirmațiile de mai sus sunt enunțuri echivalente ale 
teoremei energiei cinetice, în forma diferențială. Forma 
integrală a acestei teoreme se exprimă prin relaţia: 


Eunlt2) — Eunlti) i “Fir, 20) dia 


T Ecin(t2) a Ecin(tı) = Lltu, tə] (2.63) 


Qı 


Deci, variația energiei cinetice a unei particule în intervalul de 
timp [t1, t2] este egală cu lucrul integral al forţei exercitate asupra 
particulei. 
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2.5.4 Energia potenţială. Energia mecanică. 
Teorema de conservare a energiei meca- 
nice 


Fie cazul particular când forţa ce acţionează asupra particulei 
nu depinde decât de poziţia particulei (nu şi explicit de timp), 
deci particula se mişcă sub acţiunea unui câmp de forţe static: 


F=F(7) = F(x,y, z) (2.64) 


Vom considera de asemenea că lucrul mecanic al acestei forţe nu 
depinde de drumul urmat de particulă (câmpuri speciale de forţe). 
Din punct de vedere al Analizei matematice, condiţia necesară şi 
suficientă ca integrala curbilinie a unei funcţii vectoriale F = F (F) 
(lucrul mecanic) să fie independentă de curba care uneşte două 
puncte date şi să depindă numai de aceste puncte, se poate ex- 
prima prin următoarele două afirmaţii echivalente: 


e există o funcţie U = U(r), determinată până la o constantă 
aditivă, care satisface identic egalităţile: 


OU 

Fy z 

OU 
a (2.65) 

_9U 

Oz 


Totodată este adevărată relaţia: 


Az 
f FaF = —[U (F2) — U (F1) (2.66) 


Ai 
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unde integrala curbilinie se ia pe un drum arbitrar 
e Funcţiile F(x,y, 2), Fy(x, y, 2) si F(x,y, 2) verifică identitățile: 


= ; = l = (2.67) 


F(7) = -VU (r) (2.68) 
V x F(r)=0 (2.69) 


Dacă funcția vectorială F (7), cu proprietatea (2.5.68) este un 
câmp de forțe, atunci mărimea U (x,y,z) se numeşte energia 
potențială a particulei în punctul de coordonate x,y,z şi este 
un câmp scalar. 

Dacă câmpul de forţe F (7) derivă dintr-o energie potenţială U (r), 
atunci lucrul mecanic elementar al forței este diferenţiala totală 
a unei funcții de coordonate: 


dL = Fdr= F,dr + Fydy + F,dz (2.70) 
ðU ðU 9U 
~ ðs Oy Oz 00 (apa) 
—dL = —dU (2.71) 


Deoarece particula se mişcă, energia ei potenţială depinde de timp 
prin intermediul coordonatelor particulei. Prin împărţirea iden- 
tităţii (2.5.70) la intervalul de timp dt, corespunzător deplasării 
di, se obţine expresia puterii forţei: 

dU 


Fises 2.72 
y T (2.72) 


TT 


Dacă vom ține cont acum de expresia matematică a teoremei ener- 
giei cinetice, vom obține următorul rezultat: 


a +U) =0 (2.73) 
(Ein +U) =0 (2.74) 


Suma dintre energia cinetică şi energia potenţială a particulei: 


se numeşte energia mecanică a particulei. Relațiile (2.5.72) 
gi (2.5.73) reprezintă forma diferențială a legii conservării 
energiei mecanice, care se enunţă astfel: în cursul mişcării unei 
particule într-un câmp de forţe static al cărui lucru mecanic nu 
depinde de drumul urmat, energia mecanică a particulei nu va- 
riză în timp. Forma integrală a legii conservării energiei 
se obţine din relaţia (2.5.66) şi forma (2.5.63) a teoremei energiei 
cinetice: 


Ecin(t2) Bg Ecin(tı) 
TR (Ecin + Ut 


U(7.) = U(r) 
(Ecin + UJn (2.76) 


În consecinţă, atunci când o particulă se mişcă într-un câmp de 
forţe static, derivat dintr-o energie potenţială se defineţe energia 
mecanică a particulei cu proprietatea esenţială că se conservă în 
timp. Mărimea conservată E este complet determinată de starea 
iniţială a particulei: 


E|r(t),5(t)] = E(5,, Uo) = mit +U(7,) (2.77) 
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Observaţii 


e din punct de vedere matematic, energia este o integrală primă 
a ecuaţiei de mişcare (2.1.31) 

e se disting două feluri de forţe: forţe pentru care se poate formula 
legea conservării energiei, numite forţe conservative şi forţe care 
nu au această proprietate, numite forţe neconservative 


2.6  Teoremele generale ale Mecanicii 
pentru un sistem de puncte mate- 
riale 


Fie un sistem de N puncte materiale (N > 1) de mase m;(i = 
1, N) fiecare. Presupunem cunoscute toate forţele, exterioare şi 
interioare, exercitate asupra particulelor din ansamblul conside- 
rat. 


Vom defini centrul de masă al sistemului de puncte materi- 
ale, ca fiind punctul geometric caracterizat, de vectorul de poziţie 
(Fig. 3a): 


N 
Y mir 1 N 
B i=l z m 
GO ci O 
Ymi ga 
i=l 
N P 
R= VW r, 2.78 
ii y Za) 
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N 

unde M = ` m, reprezintă masa totală a sistemului de puncte 
i=1 

materiale. 


m? O 


Fig. 3a 


Observaţie: vectorul de poziţie R al centrului de masă este suma 
ponderată a vectorilor de poziţie ai tuturor particulelor din sistem, 
cu ponderi egale cu rapoartele dintre masele particulelor indivi- 


Mi 


duale şi masa totală a sistemului, 5%- 


Vom defini viteza centrului de masă privit ca un punct fic- 
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tiv, ca fiind: 


N 3 
i 5y mifi 1 N 
V=R=E = — iF; 2.79 
M Mi (2.19) 
iar accelerația centrului de masă: 
N n 
7 R y mifi 1 N 
> > Al iza 
reke ala. mir, (2.80) 
i 


2.6.1 Teorema impulsului pentru un sistem de 
puncte materiale 


Prin definiție, impulsul P al sistemului de particule este egal 
cu suma impulsurilor particulelor constituente: 


P=y `p (2.81) 


Vom nota în continuare prin Foi ca fiind forța totală exterioară 
ce acționează asupra sistemului de particule şi care este egală cu 
suma forţelor exterioare Fo ce acționează asupra fiecărei par- 
ticule, iar prin Eses forța totală interioară ce acționează asupra 
sistemului de particule şi care este egală cu suma forțelor interi- 
oare Enti ce acționează asupra fiecărei particule (Fig. 3b): 


N 
Ea = ` Prti (2.82) 
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N 
Fint = X Finta (2.83) 


Forţa, care acționează asupra fiecărei particule ¿ a sistemului va fi: 
F; = Fert,i + Finta (2.84) 


iar ecuația de mişcare va fi, conform principiului doi al Mecanicii: 


> 


mr, = Fir, iri Fy; Fi, F2... FN; t) (i = 1, N) (2.85) 


Scrise pe componente, cele N ecuații diferențiale vectoriale 
(2.6.84) revin la un sistem de 3N ecuaţii diferențiale de ordinul 
doi, pentru componentele vectorilor de poziție ai tuturor particu- 
lelor 7;, ca funcţii de timp. Acestui sistem îi asociem următoarele 
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6N condiţii iniţiale: 
(2.86) 


Sistemul de ecuaţii diferenţiale (2.6.84) şi condiţiile iniţiale (2.6.85) 
alcătuiesc o problemă Cauchy care ne oferă o soluţie unică: 


=R) i=1,N (2.87) 


Această soluţie reprezintă legea de mişcare a sistemului de 
particule determinată de condițiile inițiale (2.6.85). Ansamblul 
vectorilor de poziție ai tuturor particulelor la un moment dat t 
{ri(t), r2(t), -Fn (t)}, defineşte configuraţia sistemului în mo- 
mentul respectiv. Numărul parametrilor care determină complet 
configurația unui sistem de particule se numeşte numărul gra- 
delor de libertate ale sistemului. În cazul sistemului analizat 
până acum, numărul gradelor de libertate este 3N. Ansamblul 
vectorilor de poziţie şi vitezelor tuturor particulelor la momen- 
tul t, {r1 (t), r(t), PN (t); T1, To.) defineşte starea mecanică 
a sistemului de puncte materiale la momentul t. Prin urmare, 
condițiile inițiale (2.6.85) fixează starea mecanică la momentul to 
a sistemului, iar legea de mişcare (2.6.86) va reprezenta evoluția 
în timp a configurației sistemului de particule. 


În continuare vom deriva, în raport cu timpul, relația (2.6.80): 


N 
2, Ba Y Bus 


= Fon + Ta (2.88) 


| 
Ill 
D 
II 

Î i z 
i 

i is 
kai 
II 
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Dar, în virtutea principiului independenţei acţiunilor şi a prin- 
cipiului acţiunii şi reacţiunii, rezultanta forţelor interioare este 
întotdeauna nulă, pentru un sistem de particule (forţele interi- 
oare acţionează asupra fiecărei perechi de particule si sunt egale 
şi de sens contrar). Ca urmare, relaţia (2.6.87) devine: 

dP > 

— = Fa 2.89 

dt i Pen 
ceea ce exprimă teorema impulsului pentru un sistem de 
puncte materiale: derivata în raport cu timpul a impulsului 


total al unui sistem de particule este egală cu rezultanta tuturor 
forțelor exterioare exercitate asupra particulelor. 


O consecință a acestei teoreme se referă la cazul în care re- 
zultanta forțelor exterioare este nulă; atunci şi numai atunci, im- 
pulsul total al sistemului de particule se conservă: 


Fu = 0 œ P(t) = P(to) (2.90) 


Această ultimă relație exprimă legea de conservare a impul- 
sului total. Din punct de vedere matematic, componentele P,, 
P, şi P, sunt integrale prime ale ecuaţiilor diferenţiale (2.6.84) 
gi sunt complet determinate de starea mecanică la momentul to, 
(2.6.85) a ansamblului de puncte materiale. În particular, impul- 
sul total al unui sistem de puncte materiale izolat este constant. 


Din definițiile (2.6.80) şi respectiv (2.6.78) rezultă: 


N N . 
YR = D = MR 
i=1 i=1 


> 


SMR S P (2.91) 


P 
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Derivând în raport cu timpul relația (2.6.90) şi folosind teorema 
impulsului (2.6.88), obţinem: 


ME = Fi (2.92) 


Relaţiile (2.6.90) şi (2.6.91) arată că impulsul centrului de masă al 
unui sistem de particule este impulsul total al sistemului, iar forţa 
asupra centrului de masă este rezultanta tuturor forţelor exteri- 
oare exercitate asupra particulelor din sistem. Dacă se presupune 
cunoscută, forţa exterioară Ei atunci ecuația (2.6.91) reprezintă 
ecuația de mişcare a centrului de masă şi poate fi integrată, spe- 
cificându-se starea mecanică la momentul iniţial to: 


(2.93) 


2.6.2 Teorema momentului cinetic total pen- 
tru un sistem de puncte materiale 


Momentul cinetic total L al sistemului de particule este suma 
momentelor cinetice individuale ale particulelor: 


N 
di (2.94) 
i=1 


Vom defini momentul rezultant al forțelor exterioare: 


L 


N N 
Mert = N Mesti m Sr x Ta (2.95) 
i=1 


i=1 
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şi momentul rezultant al forţelor interioare: 


N N 
Min = 5 Minti = Ir x B (2.96) 
i=1 


i=1 


Derivăm în raport cu timpul relația (2.6.93): 


| N N 
L = X M, = X iX biS X Ti X (Festi + Finta) 
i=1 i=1 i=1 
N N N N 
= > ri X Fert i t X Ti X Pimi = X Mext i t X Minti 
i=1 i=1 i=1 i=1 
= Meat LI int 
dL = A 
== dt = Mext PES int (2.97) 


Formula (2.6.96) reprezintă teorema momentului cinetic: de- 
rivata în raport cu timpul a momentului cinetic total al unui sis- 
tem de puncte materiale este egală cu suma celor două momente 
rezultante, al forţelor exterioare ai al forţelor interioare. 


O consecinţă a acestei teoreme se referă la cazul în care suma 
momentelor rezultante este nulă; atunci si numai atunci, momen- 
tul cinetic total se conservă: 


Mat Min 20 o L(t) = L(to) (2.98) 


Observaţie 


Definim un sistem de particule ca fiind un sistem conservativ 
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atunci când forţele de interacţiune între toate perechile de parti- 
cule nu depind de vitezele relative ale acestora, adică au forma: 
E Ti, i 
Figlia) = fii(rii) > (2.99) 
ij 
unde 7; = f; — T} este vectorul poziției relative a particulelor i 
gi j. Deci, pentru un sistem conservativ de particule este valabilă 
egalitatea: 
Fj x Fij =0 (2.100) 
Vom calcula acum momentul forțelor interioare pentru un sistem 
conservativ de particule: 


N N N 
Min = Minti = Ti X Finti a Ti X Fij 
j 
i i i jjzi 
= J TB (ri x Fij HT x a) 
ij i,j 


Il 
w 
Bı 
| 
II 
Nat 
x 
STI 

Li 
II 
Bı 
ù. 
x 
STIL 
S 
Il 
© 


= = 


— Mm = 0 (2.101) 


Astfel, pentru un sistem conservativ de particule, mometul rezul- 
tant al forţelor interioare este întotdeauna nul. Ca urmare, legea 
momentului cinetic pentru un sistem conservativ este: 


(2.102) 


iar legea de conservare a momentului cinetic total va avea forma: 


(t) = L(to) (2.103) 


S 
ll 
ODl 
T 
œ 
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Componentele constante Lg, Ly şi L; ale momentului cinetic total 
sunt integrale prime ale sistemului de ecuații de mişcare (2.6.84) 
şi sunt complet determinate de starea mecanică la mometul to 


(2.6.85). 


2.6.3 Teorema energiei cinetice pentru un sis- 
tem de puncte materiale. Conservarea 
energiei mecanice 

Energia cinetică totală pentru un sistem de puncte materiale 


este defintă ca suma energiilor cinetice individuale ale tuturor 
particulelor: 


N 


N 
i=1 


i=1 


Ecin 


Lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare este egal 
cu suma lucrurilor mecanice elementare ale tuturor forțelor exte- 
rioare: 


N 
dLert = X Fenti’ dř; (2.105) 
i=1 


iar lucrul mecanic elementar al forțelor interioare este egal 
cu suma lucrurilor mecanice elementare ale tuturor forțelor inte- 
rioare: 


N 
dLint = X Fiad? (2.106) 
i=1 
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Diferenţiala energiei cinetice totale, plecând de la definiţia (2.6.103), 
va, fi: 


N N N 
dEcin — 5 dEein,i = d Fidi, = 5 (Forta F Fineadi, 
i=1 i=1 i=l 
N N 
== d Fert idr; + ` Fintadri = dLezt + d Lint 
i=1 i=1 
=> dEcin = dLext + d Lint (2.107) 


ceea ce reprezintă teorema energiei cinetice pentru un sistem 
de particule, sub formă diferențială adică, variația energiei ci- 
netice totale a unui sistem de particule într-un interval de timp 
infinitezimal dt este egală cu suma lucrurilor mecanice elemen- 
tare efectuate de forţele exterioare şi de forţele interioare. Dacă 
se integrează. expresia (2.6.106) se va obţine forma integrală a 
teoremei energiei cinetice: 


Ecin(t2) — Ecin(t) = Lezaltu, t2] + Linea, to] (2.108) 


unde Lost, t2] si respectiv Lintlti, t2] reprezintă lucrul mecanic 
integral al forţelor exterioare, respectiv interioare. 


Vom considera în continuare un sistem de particule conservativ. 
Ţinând cont de expresia (2.6.98) a forţelor interioare, atunci lucrul 
mecanic elementar al forţelor interioare: 


N 
dLin = N, Pinus, = -d X Uy (2.109) 
i=1 ij 


unde 


Uint = ` Uij(rij) (2.110) 
ij 
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reprezintă. energia potenţială a forţelor interioare. Astfel, 
lucrul mecanic elementar al forţelor interioare va fi: 


iar lucrul mecanic integral al forţelor interioare nu depinde decât 
de configuraţiile iniţială şi finală ale sistemului: 


Lintlti, ta] = —|[Uint(t2) — Uint(t1)] (2.112) 


Dacă vom înlocui acest rezultat în expresia matematică teoremei 
energiei cinetice (2.6.106) vom obţine: 


d( Ecin + Uint) = dLert (2.113) 


Suma dintre energia cinetică totală şi energia potenţială a forțelor 
interioare se numeşte energia mecanică internă a sistemului 
conservativ: 


In orice interval de timp în care lucrul mecanic al forțelor exteri- 
oare este identic nul şi numai atunci, energia internă a sistemului 
se conservă în timp: 


Lertlti, t2] = 0 o Eimlto) = Einelti) (2.115) 


ceea ce reprezintă teorema de conservare a energiei meca- 
nice interne. 


Analog, dacă se analizează cazul în care asupra sistemului conser- 
vativ acționează numai forțe exterioare conservative: 


— — 


Festi lTi) = —V Uert, (7:) (2.116) 
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atunci suma: 
Uezt( Fu Pas -...7N) = S_ Uezta(7i) (2.117) 


reprezintă energia potenţială a forţelor exterioare. Lucrul 
mecanic elementar al forţelor exterioare conservative este egal 
cu diferenţiala totală a energiei potenţiale a forţelor exterioare 
= Ulei 


dLezrt = —dUext (2.118) 


Deci, lucrul mecanic integral al forțelor exterioare în intervalul 
de timp [|tı, t2| depinde doar de configuraţiile inițială şi finală ale 
sistemului conservativ: 


Lextlti, t2] — — | Ueze(t2) = Ucxt(tı)] (2.119) 


Pornind de la expresia (2.6.117), şi dacă vom ţine cont şi de teo- 
rema energiei mecanice interne (2.6.112) atunci vom obține iden- 
titatea: 


d( Ecin F Uint + Uert) =0 (2.120) 


Vom defini energia potențială totală a sistemului suma din- 
tre energia potențială a forțelor exterioare şi energia potențială a 
forțelor interioare: 


U == Uint -+ Uext (2.121) 


iar suma dintre energia potenţială totală şi energia cinetică totală 
se numeşte energia mecanică totală a sistemului de puncte 
materiale: 


E= Ezin + U = Ecin + Uint + Uest = Eint T Uext (2.122) 
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Relaţia (2.1.119) exprimă sub formă diferenţială legea de con- 
servare a energiei totale pentru un sistem de particule conser- 
vativ, aflat într-un câmp de forţe exterioare conservative, adică: 


E(t) = Elto) (2.123) 


Energia totală este o integrală primă a sistemului ecuaţiilor de 
mişcare (2.6.84) şi este complet determinată de starea mecanică 
iniţială, la momentul to. 


2.6.4  Teoremele lui König 


Să analizăm în continuare cum se descompune mişcarea unui sis- 
tem de particule faţă de două sisteme de referinţă S şi S’. Fie un 
sistem de referinţă S’ cu originea plasată în centrul de masă C al 
unui ansamblu de particule şi având o mişcare de translație faţă 
de sistemul de referinţă inerţial S (Fig.3). 

Mişcarea ansamblului de particule în sistemul S se numeşte mişcare 
absolută, iar în sistemul S” se numeşte mişcare relativă faţă 
de centrul de masă. Pentru un punct material P (Fig.3) al 
sistemului de particule sunt adevărate relaţiile: 


Fi, = B+! (2.124) 
d, =V-+ă (2.125) 


Deoarece centrul de masă al sistemului de particule are faţă de 
sistemul de referinţă. S” vectorul de poziţie R’ = 0, din relaţiile 
(2.6.77) şi (2.6.78) rezultă: 


N 
X mir, =0 (2.126) 


N 
X m= (2.127) 
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Fig.3 
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Vom defini momentul cinetic total L’ şi energia cinetică to- 
tală F/,,, ale sistemului de particule în mişcarea relativă faţă de 


centrul de masă prin relaţiile: 


N 

L = X m(x) (2.128) 
i=1 
1 N 

E, = = mv’? (2.129) 


Ne interesează în continuare care este relația dintre momentul 
cinetic total L, în mişcarea absolută şi momentul cinetic total L’, 
îm mişcarea relativă faţă de centrul de masă: 


N N 
L = S_mu(fi x di) = S (mR + 7) X (V + 7;)] 
i=1 i=1 
N N N 

= (X m) (R x V) +(X mlr) x V+ Rx (X ma) 
i=l i=1 i=1 
N 

+ Suomi x 0) = M(BxV)+ I 
i=l 

i= M(BxV)+/ (2.130) 


Relația (2.6.129) reprezintă teorema lui König pentru mo- 
mentul cinetic: momentul cinetic total al unui sistem de puncte 
materiale este egal cu suma dintre momentul cinetic al centrului 
de masă, în care se presupune concentrată masa totală a siste- 
mului, şi momentul cinetic în mişcarea relativă faţă de centrul de 
masă. 


94 


Să vedem în continuare care sunt relaţiile dintre energiile cine- 
tice totale Eein, în mişcarea absolută şi Elin, în mişcarea relativă 
faţă, de centrul de masă: 


N 1 N 
Ein = X Ege S Soma? (2.131) 
N i =l 
= NO mi(V +0)? = MV? + Euin 


= Ean = Luv: +E} (2.132) 
Relația (2.6.130) reprezintă teorema lui König pentru ener- 
gia cinetică: energia cinetică totală a unui sistem de puncte 
materiale este egală cu suma dintre energia cinetică a centrului 
de masă, presupus a avea masa egală cu masa totală a sistemului, 
şi energia cinetică, totală în mişcarea relativă faţă de centrul de 
masă. 


Observație: teoremele momentului cinetic gi energiei cinetice , 
valabile într-un sistem de referinţă inerţial S, işi păstrează forma 
în sistemul de referinţă S”, care în general este neinertțial. 


2.7 Probleme 


2.1 Vectorul de poziţie al unui punct material este dat de legea 
de mişcare: 
r = b(cos3t)i + 4(sin 3t)j 


unde (r) este măsurat în metri iar timpul t în secunde. Determi- 
naţi: 
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a). viteza şi acceleraţia particulei la momentul t = 10sde la 
începerea mişcării 


b). traiectoria pe care se mişcă punctul material 
Rezolvare: 
a. Legea vitezei punctului material se determină din relaţia de 


definiţie: 


d d > i 
= = (6 cos3ti + 4sin3tj) 


= —15 (sin 3t) ï + 12(cos 3t)J 


Qı 
II 


Mărimea vectorului viteză, este: 


= V(U5sin 3t)2 + (12 cos 3t)? 
= 3y (—9 cos? 3t + 25) 


La momentul t = 10s viteza este: 


v(1) = 3y (—9 cos2 30 + 25) = 14.936m/s 


Pentru accelerație se procedează în mod similar: 


di d a P 
= = = (—15sin 3t + 12 cos 3t3) 


= —45 (cos 3t) í — 36 (sin 3t) f 


Ql 


Mărimea vectorului accelerație este: 
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V(—45 cos 3t)2 + (—36 sin 3t)? 
94/(9 cos? 3t + 16) 


2 
| 


La momentul t = 10s acceleraţia, este: 


a(1) = 9y/(9cos230 + 25) = 45. 192m / 3° 


b. Ecuația traiectoriei de găseşte prin eliminarea timpului din 
ecuaţiile cinematice ale mişcării: 


5 cos 3t 
= 4sin3t 


Folosind relaţia fundamentală din trigonometrie: 
sin? 3t + cos? 3t = 1 


se obţine: 
y r 


4 235 


Aceasta reprezintă ecuaţia unei elipse cu semiaxele de 2m şi res- 
pectiv 5m. 


2.2 Un punct material se deplasează cu viteza constantă v pe 
o elice definită de ecuațiile parametrice: 


= 5cos2t 
5 sin 2t 


r E 
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unde distanţele (x,y,z) sunt măsurate în metri iar timpul t în 
secunde. Determinaţi acceleraţia particulei în funcţie de timp. 


Rezolvare: 
Conform definiției, accelerația este: 
a= +ü] + žk 


unde: 


dt d 

i T a Osin 2t) 0 cos 2t 
dy d 

ü = Z = (1060520) = —20 sin 2 


; dż d 
Vectorul accelerație este: 


& = —20 cos 2t — 20 sin 2t7 


iar mărimea accelerației depinde de timp după legea: 


lä| = y (—20 cos 2t)? + (—20 sin 26)? = 20m / 3° 


2.3 Se ştie că viteza unui punct material variază în timp după 
legea: 


T(t) = 1.5823 + 1.86] + Ek(m/s) 


Să se determine: 
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a). deplasarea punctului material între momentele de timp tı = 
1s şi to = 3s 

b). mărimea şi orientarea accelerației (cosinuşii directori ai un- 
ghiurilor a, 8, y dintre vectorul acceleraţie şi axele de coordonate) 
la momentul de timp t> = 3s 


Rezolvare: 


a. Variația vectorului de poziţie în intervalul de timp considerat: 
At=t:— tı 
este: 
AF = F(t) — r(t) = r2 — ri 


Din definiția vitezei se observă că: 


dr = vdt 
Ta tı 
I di = I dt 
T2 t2 


3 
Porm o= [oser 1.8tj + Ph)dt 
1 


= 13.07 + 7.27 + 20.0k 


Mărimea. acestei deplasări este: 


IAF] = vV 13.02 + 7.22 + 20.02 = 24.917m 


b. Vectorul acceleraţie este: 
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ISI) 
| 


du d > => > 
77 = (LSPT 1.81] + tk = 


3.0ti + 1.87 + 362k 


iar mărimea: 


a(t = 2)= (3-0 x 2)2 + (1.8)2+ (3.0 x 4)? 


= 13.537m/3” 

cosa = age DU Xa = 0. 4432 

a 13.537 

Qy 1.8 

= i isa = 0.1329 

sal a 13.537 

7 3.0 x 4 
cosy = Lpa x = 0. 8864 


13. 537 


Evident că trebuie să se verifice relaţia: 


cos? œ + cos? 8 +cosy = 1 
0. 4432? + 0. 1329? + 0. 8864? = 0.9998 


2.4 Să se deducă ecuația de mişcare a unui corp de masă m sub 
acțiunea unei forțe constante: 


F(x, x,t) = Fo = const. 


Rezolvare 
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Folosind definiţia accelerației şi principiul fundamental al meca- 
nicii, se găseşte prin integrare: 


TE | aa = 1 fra = e, + â0) 


Constanta de integrare este valoarea vitezei la momentul iniţial. 
Se observă că viteza creşte liniar cu timpul. 

Integrând din nou, având în vedere definiţia vitezei, obţinem 
ecuaţia, de mişcare: 


t 


E J wis 


0 


Fo p 


Z + è(0)t + 2(0) 


Trebuie facută observaţia că alegerea momentului de timp to = 0 
este arbitrară. Ecuația mişcării este valabilă la orice alt moment 
de timp considerat iniţial, to, sub forma: 


z(t — to) = i (t — to)? + i(to)(t — to) + z(to) 


Expresia obținută reprezintă ecuația unei parabole. 


2.5 Un corp de masă m se află iniţial în repaus şi asupra lui se 
aplică o forță: 
F = he” 


unde A > 0, Fo— constante. Determinaţi legea de mişcare şi legea 
vitezei. 
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Rezolvare: 


Deoarece mişcarea, se presupune unidimensională: 
dv 
TN-—— = 

dt 


După separarea variabilelor se poate integra: 


v t 
F 
fw = T fedt 
m 
0 0 


Fe” 


Se obţine: 


2.6 Să se studieze mişcarea unidimensională a unui corp de masă 
m sub acţiunea unei forţe de tipul F = —kv. 
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Rezolvare: 
Inlocuind expresia forţei în ecuaţia diferenţială a mişcării: 
dv 

m— = —kv 
di 


După separarea variabilelor: 


m dv 
dt = —— — 
k v 
gi integrare, rezultă: 
v(t) 
E NTE f du 
0 k v 
v(to) 


In urma efectuării integralei şi după rearanjarea termenilor se 


obţine: 
k 
— (t — to) = lIn vo — lnv 
m 
Considerând că to = 0, şi că v(to) = vo după aplicarea funcţiei 
inverse logaritmului, se obține expresia legii vitezei: 


unde 
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Semnificaţia coeficientului 7 este acum evidentă. Pentru ca relaţia 
vitezei să fie corectă dimensional trebuie ca exponentul să fie adi- 
mensional. Prin urmare 


h] =T 
şi reprezintă un timp, numit timp de relazare. Se observă că: 
tl=F7=s ys 


Timpul de relaxare se defineşte ca timpul după care viteza 
scade de e ori. 

Analizând graficul vitezei dat în Fig. 2.6.1 putem face unele 
observații legate de cazurile limită. 

Se observă că pe măsură ce scade valoarea lui k, scăderea expo- 
nentială a vitezei se face pe un drum mai lent, timpii de relaxare 
corespunzători scăzând. 

Pentru a găsi legea mişcării, integram din nou legea vitezei: 


t 


z(t) = £o + focèa 
(0) 


unde zo este poziția corespunzătoare momentului iniţial to = 0. 
Efectuând integrala se obţine în final legea mişcării, sub forma: 


t 


z(t) = £o + vor (i — e?) 


O analiză simplă a acestei relaţii arată că, oricât de lung ar fi 
timpul avut la dispoziţie de corp, el nu se mişcă la infinit ci doar 
pe o distanţă finită. 
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Fig. 2.6.1: Dependenţa de timp a vitezei, v = ve ™*, 
pentru trei valori diferite ale coeficientului de frecare: 


kı > ko > ka 
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Fig. 2.6.2: Reprezentarea spaţiului parcurs pentru 
diferite valori ale coeficientului de frecare, pentru cazul 
Lo = 0 
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Din Fig. 2.6.2 se observă că pe măsură ce scade valoarea lui k, 
distanţa parcursă de corp creşte. Oricât de mult ar creşte însă 
timpul de mişcare, distanţa parcursă nu poate depăşi o anumită 
limită. Să analizăm cazurile limită ale mişcării. 


e Pentru un interval de timp scurt, imediat după începerea mişcării, 
1 — 0. Folosim dezvoltarea, în serie Taylor: 


e? = 1+2+22/2+25/3<+... 


Acest lucru ne permite să scriem legea vitezei ca: 


kv 
v = vll t+...) = vw- -t= 
m m 


Fo 
Vo + —t = vo + aot 
m 


unde: 
po 
Cp = — 
m 
Fo = — kvo 


corespund accelerației şi respectiv forței la momentul t = 0. 
Folosind aceeaşi aproximare şi pentru spatiul parcurs, se obține: 


k 1 k? 
x(t) = To +I (1-14 Ët- ie) aa 


1 vok 2 1 2 
x ToT Vot — —— t = to F vwt —agt 
2 m 2 


Se observă că s-au regăsit ecuaţiile mişcării sub acţiunea unei forţe 
constante. 
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e Analizăm ce se întâmplă după un interval de timp suficient 
de lung, adică atunci când t — oo. Deoarece: 


lim e7 =0 


Z200 
viteza limită devine: 
vw—0 
iar spaţiul limită: 
Vom 
£ —> £o + FES 


2.7 Să se studieze mişcarea unidimensională a unui corp de masă 
m sub acțiunea unei forţe de tipul F = —kv?. 


Rezolvare: 


Inlocuim expresia forței în ecuaţia diferenţială a mişcării: 


dv 5 
m— = —kv 
dt 
După separarea variabilelor: 
m dv 


MET 
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găsim: 


m f dv 
PET Ri 


vo 


ceea ce conduce, după integrare şi considerarea lui tọ = 0, la 
expresia vitezei: 


Uo 


u(t) = — 0 — 
SU, 1+ Et 


Aflăm legea spaţiului printr-o nouă integrare. 


Je- | zar 


Integrala din membrul al doilea se rezolvă uşor dacă se face subs- 
tituţia: u = 1 + kwot, Se obţine: 


k 
£ = To + T n (E, j 1) 


2.8 Să se studieze mişcarea unidimensională a unui corp de masă 
m legat de un resort cu constanta elastică k, în absența frecării. 
Rezolvare: 


Inlocuim expresia forței în ecuaţia diferențială a mişcării: 
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aY 


Fig. 2.8.1 


Vom studia această mişcare folosind legea conservării energiei. 
Trebuie să aflăm aşadar care este valoarea energiei cinetice şi a 
celei potențiale. 


Conform definiției, valoarea energiei potențiale a forței elastice 
corespunzătoare unei deformări oarecare x a resortului luând ca 
referință valoarea zero pentru energia potențial în poziția nede- 
formată a resortului, este: 


f 1 
E(x) = fred = ET 
0 


In punctul x = 0 energia potenţială este nulă, de aceea energia 
totală este în întregime energie cinetică. 
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Să considerăm valoarea energiei cinetice de forma: 
1 
Ee = kA 


A este distanţa maximă până la care poate ajunge punctul mate- 
rial şi se numeşte amplitudine. 

Scriem conservarea, energie între momentul în care corpul trece 
prin poziţia nedeformată şi un moment oarecare: 


| a Lp Lp poe 2Frq2_2 
= —ka = —kAv = —-(A° — 
mw + pke z“ v = x°) 
dx 2 k 
EN EE E 
dt ma! și) 


După separarea variabilelor se obţine: 


i= l dx 
— to === == 

arcsin x/A 

A cos 0d0 
= ii = (2.133) 
k i 422 
arcsin vo /A y4 [1 =S 8] 
arcsin x/A 


f A cos 0d6 A 
wAcosð 


arcsin xo/A 


1 
— (arcsin z/A — arcsin £o/A) 
wo 


S-a făcut schimbarea de variabilă x = Asin 6 şi s-a notat £ = wg 


Considerând că to = 0 gi aflând pe z în funcţie de t rezultă: 


. To . T 
wot + arcsin — = arcsin — 


A A 
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Fig.2.8.2 - Reprezentarea grafică a unei mişcări 
oscilatorii 


adică: 


z = Asin(wot + arcsin 2 
A 

Mărimea wọ se numeşte frecvență unghiulară sau pulsaţia 
proprie a oscilaţiilor iar pp = arcsin ® faza iniţială a mişcării. 
După cum este definită, frecvența unghiulară este o mărime con- 
stantă, caracteristică corpului şi nu depinde de condiţiile iniţiale. 
În Fig. 2.8.2 este reprezentarea grafică a unei mişcări oscilatorii 
cu vizualizarea principalelor mărimi caracteristice. 
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2.9 O bilă legată de un punct fix printr-un fir se roteşte uniform 
pe un plan orizontal neted fără frecări cu turaţia nı. De câte ori 
se modifică turaţia bilei dacă firul se scurtează la jumătate? 


Rezolvare: 


Pentru un sistem izolat, momentul cinetic se conservă. Ca ur- 
mare: 


Conform definiţiei: 
L=rx mü 


Deoarece mişcarea bilei se produce în permanenţă în acelaşi sens, 
nici direcţia şi nici modulul vectorului nu se modifică. (determinate 
prin regula burghiului). Ca urmare, conservarea implică egalita- 
tea mărimilor momentului unghiular pentru cele două situaţii. 


TIMU, = TMV = 
Vi T2 
U2 Ti 


Vitezele vı şi v2 sunt viteze liniare în mişcările circulare de raze 
corespunzătoare rı şi r2. 


Vi = Wri = 2TNIrı 
Vo = Wə2ř2 = 2TNTr2 
Ca urmare: 
Ul NT 


U2 NoTo 
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Rezultă: 
To Nri 
rı o Noro 
no = r? 
mo ë rž 


2.10 Demonstrati că următoarea forţă este conservativă şi găsiți 
energia potențială corespunzătoare: 


F = azi + byj + czk 


a, b, c— constante. 


Rezolvare: 


Pentru a demonstra că forţa este conservativă, verificăm condiţia 
integrală: 


rotF = 0 


ŞI flo 5! 
mAn 
I Flo m 
Il 
© 
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Intr-adevăr: 


i j k 

2 2 jQ 
Oz y z| 
ax by cz 


Ca urmare, forța este conservativă şi poate fi definită energia 
potențială: 


F = -VU 


De aici rezultă diferența de energie potențială dintre două puncte 
oarecare: 


V-a | F-dr 


In coordonate carteziene acest lucru înseamnă: 


U-U = = | (Feds + Fydy + Fed 


= = | Fdz- | Fidu- f Paiz 
= - f azdz- | tydy- | czdz 


1 
= -zlar + by? + c22) 
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2.11 Să se găsească pentru următorul sistem de puncte materiale: 
221 + 3t] + 4k(m) 

ma = 3kg, fa = (U+%)i+(2+5t)3(m) 

ms = 5kg, T = (1+2) + 4Phk(m) 


mı = 1kg, Ti 


la momentele de timp t = Os şi t = 10s: (a) poziţia centrului de 
masă; (b) viteza centrului de masă; (c) impulsul sistemului; (d) 
energia cinetică. 


Rezolvare: 


a. Vectorul de poziție al centrului de masă este: 


MaTi + M2T2 + M3T3 


Mı + M2 + ma 


Rom = 
După înlocuirea valorilor date în ipoteza problemei, rezultă: 


—. 


A7 + 3t] + 4k + 3[(1 +t (2+ 5003] + 51 + 227+ 4t2k] 


R = 
m E 
1 


SR | > 4 $ 
= 1562 + 8)i + =(18t + 6)j + (1 + 5tk 
g(15t 8)i gl )j gl ) 


Valorile vectorului de poziţie la momentele de timp tı = Ossşi 
tə = 10s sunt: 


> 83 2>- 4> 
> 1508- 62- 668- 
Rom(10) = 2 — J4 


9 3 3 


116 


b. Derivăm expresia vectorului de poziţie şi obţinem viteza cen- 
trului de masă: 


E d 1 TE i D A s 
= 15t? + 8)i + -(18t + 6)j + =- (1 + 5t? 
Vom JEG, dt + 8)i gl at + 6)J gl )k] 
10- >- 40> 
= ti + 2) 4 gt 


Valorile vectorului viteză la momentele de timp tı = 0s şi tə = 10s 
sunt: 


Vom(0) = 23 
3 100+ -> 4003 
Vom(10) = zit2j +k 


c. Impulsul sistemului este: 


P = (ma + M + ms) Vem 
= 30i +187 + 44tk 
P(0) = 18j 


P(10) = 300ti + 187 + 440k 


d. Energia cinetică: 


Ecin(t) = Ecin a(t) + Ia (t) Dg Eein,3 (t) 


1 1 
(t) + zm2va(t) + mava(t) 


II 
| 
3 
S 
e 
S 


Vectorii viteză pentru cele trei corpuri sunt: 


117 


ü = Leri 3tj + 4k) = 4ti + 33 
Ü = K Pi + (24 5t) = 2ti + 5J 
ü = l [a 2) - APR] = 4ti + 8tk 


iar mărimile corespunzătoare: 


vlt) = (4)? +32; v1 (0) = 3m/s;v(10) = 40. 11m/s 


valt) = 4 (257 + 52;v2(0) = 5m/s; v2(10) = 20. 62m /s 
vs(t) = 4/ (44)? + (8t)2; v3(0) = 0m/s;vs(10) = 89. 44m / s 


După evaluările numerice se obține: 


Ecim(0) = 42.0J 
Ecin(10) = 21.44kJ 
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Capitolul 3 


Mecanica analitică 


3.1  Mărimi caracteristice 


În Mecanica newtoniană se studiază mişcarea, corpurilor ma- 
croscopice care se deplasează cu viteze mici în comparaţie cu vi- 
teza luminii, printr-o abordare locală . Ecuația de bază cu 
ajutorul căreia se poate determina starea mecanică a unui corp 
este ecuaţia. Newton, dată de principiul doi al Mecanicii: 


mr = F (F,r, t) (3.1) 


Dacă se cunosc forțele care acționează asupra corpului (sistemu- 
lui) precum şi starea mecanică iniţială (75, Uo), atunci se poate 
determina, la orice moment t starea mecanică a corpului (r, v). 

Mecanica analitică a fost dezvoltată de către Lagrange, Eu- 
ler şi Hamilton în scopul rezolvării unor probleme mai complicate 
de mecanică. Studiul mişcării unui sistem fizic, în Mecanica ana- 
litică, are la bază un principiu de extremum care ne spune 
că, mişcarea are loc întotdeauna pe aceea traiectorie pentru care o 
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anumită funcţie, care descrie starea sistemului îşi atinge extremul. 


Ecuațiile ce descriu mişcarea unui sistem în abordarea analitică 
sunt ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul I şi II. 


Acest formalism este folosit în studiul sistemelor cu un număr 
mare de constituenți (de exemplu în Mecanica statistică) sau pen- 
tru sisteme mecanice cu legături. 


Fie un sistem format din N puncte materiale. Starea mecanică 
a sistemului este definită, la fiecare moment, prin coordonatele 
carteziene şi componentele vitezelor tuturor punctelor faţă de un 
sistem de referinţă inerţial. Vom folosi următoarele notații pentru 
coordonatele carteziene şi pentru componentele vitezelor celor N 
puncte materiale: 


T1, T2, L3, L4, L5, T6, nn U3N—25 TZN—1; TZN (3.2) 
T1, da, T3, T4, T5, T6, ....3N—2, Ë3N—1, E3N 3.3) 
unde s-a ţinut cont că fiecare particulă este caracterizată de trei 


coordonate carteziene şi respectiv trei componente ale vitezei. O 
notație similară va fi folosită şi pentru forţă: 


Fi, Fa, F3, Pa F5, Fe......F3N-2, F3N-1, PSN (3.4) 


unde primele trei valori reprezintă componentele forței totale ce 
se exercită asupra primului punct material s.a.m.d. 


Ecuațiile de mişcare pentru sistemul de N puncte materiale carac- 
terizate prin coordonatele carteziene (3.1.2), scrise pe componente 
vor fi: 


Mst, = F; s =1,3N (3.5) 
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cu convenția ca: 


Mı = M2 = M3 
mı = M5; = Me 
M3N-2 = M3N-1 = M3N 


adică, primele trei componente ale masei sunt egale si reprezintă 
masa primei particule, s.a.m.d. 


Se spune că sistemul este supus unor legături (sau constrângeri), 
dacă sunt impuse anumite restricţii asupra alegerii variabilelor 
(3.1.2) şi (3.1.3). Aceste restricţii se exprimă prin anumite relaţii, 
care pot avea fie forma unor egalităţi, fie cea a unor inegalităţi: 


f(s, ts,t)=0 sau f(£s, £s, t)>0 (3.6) 


Vom considera în continuare acele legături care depind numai de 
coordonatele de poziţie şi de timp, f (£s, t) = 0. Dacă vom deriva 
această relație în raport cu timpul, vom obține: 


45 
di DE | du parte (9.7) 


Se observă că acestă relaţie conţine şi vitezele t. Dacă toate 
relaţiile care conţin vitezele se pot obţine prin derivarea în ra- 
port cu timpul a unor relaţii în care apar numai coordonatele de 
poziţie (şi eventual timpul) se spune că sistemul este supus unor 
legături olonome. Dacă există relaţii care conţin vitezele t, dar 
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care nu pot fi obţinute prin derivarea în raport cu timpul a unor 
relaţii numai între coordonatele de poziţie, se spune că sistemul 
este supus la legături neolonome. 


Vom considera în continuare numai sistemele de particule supuse 
unor legături olonome exprimate prin relaţii de forma: 


furat) =0 k=1,v s=1,3N (3.8) 


unde v reprezintă numărul de legături la care este supus sistemul. 


Observaţie: numărul v nu poate fi arbitrar de mare. Sistemul 
f(x, t) = 0 este un sistem în necunoscutele x. Dacă , 


ev > 3N, atunci sistemul devine incompatibil şi nu are sens 
fizic 

ev = 3N, atunci sistemul pote fi rezolvat şi se pot determina cele 
3N necunoscute 

e v < 3N, atunci sistemul este nedeterminat 


Acest ultim caz este cel mai interesant din punct de vedere fi- 
zic. Vom nota prin: 


l=3N-v (3.9) 


diferenţa, dintre numărul necunoscutelor şi numărul legăturilor 
(ecuaţiilor). Acest număr întreg şi pozitiv reprezintă numărul 
gradelor de libertate ale sistemului mecanic dat. Deci, l dintre 
variabilele z, pot fi alese în mod arbitrar (independente), iar restul 
v = 3N —l pot fi determinate în funcţie de primele prin rezolvarea 
sistemului de ecuaţii: 


fks t) = k=1,v<3N l=3N-v (3.10) 
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Pentru a lucra numai cu variabile independente, Lagrange para- 
metrizează, realţiile (3.1.10), adică variabilele zę, sunt exprimate 
în funcţie de noi variabile q;, (i = 1,1) şi eventual de timp: 


Ts Dal di q2, -qp t) s=1,3N (3.11) 


Variabilele q; se numesc coordonatele generalizate ale lui La- 
grange, iar numărul lor este egal evident cu l, numărul gradelor 
de libertate ale sistemului. 


Variabilelor generalizate q; (i = 1,1) li se poate asocia un spaţiu 
matematic cu | dimensiuni numit spaţiul configuraţiilor. Fi- 
ecărui punct din acest spaţiu îi corespunde un ansamblu de 
valori |q;(î = 1,2,3...1)]. Cu alte cuvinte, unei configurații in- 
stantanee a sistemului de N particule îi corespunde un punct în 
spaţiul configuraţiilor numit punct reprezentativ. Odată cu 
schimbarea în timp a configurației sistemului rezultă, o schimbare 
a poziţiei punctului reprezentativ, astfel încât el descrie o curbă 
în acest spaţiu numită traiectorie generalizată caracterizată 
prin ecuaţiile parametrice: 


Să presupunem dat un sistem de N puncte materiale asupra căro- 
ra acţionează nişte forţe date, de componente F, (s = 1,3N)(3.1.4). 
Dacă sistemul nu ar fi supus unor legături, atunci ecuaţiile de 
mişcare ar avea forma (3.1.5). Dacă însă există legături, date 
prin relaţii de forma (3.1.8), atunci ecuaţiile de mişcare nu mai 
pot fi scrise sub forma (3.1.5). Existenţa legăturilor atrage după 
sine apariţia unor noi forţe, denumite forţe (reacţii) de sprijin 
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(sau de legătură) şi notate prin Rs. Deci, ecuaţiile de mişcare 
pentru un sistem de N particule supus la legături se va scrie sub 
forma; 


Mss = F +R, s=1,3N (3.13) 


Se observă că, spre deosebire de forțele F,, care sunt propuse 
date, reacțiile R, sunt necunoscute şi ele trebuie determinate din 
condiţiile problemei. 


Dacă legăturile impuse sistemului de puncte materiale obligă unul 
dintre puncte de a se afla permanent pe o anumită curbă, aceasta 
exercită asupra punctului material respectiv o forţă de spijin R. În 
acest caz vom descompune forţa, R într-o componentă R, situată 
în planul normal la curbă şi o componentă R, situată de-a lungul 
tangentei la curbă. Componenta R, se numeşte forţa de fre- 
care exercitată de curbă asupra punctului şi se opune deplasării 
acestuia, în lungul curbei. 


3.2  Formalismul Lagrange 


3.2.1 Principiul lucrului mecanic virtual 


Fie un sistem de N puncte materiale supus la v legături olo- 
nome ((3.1.8) şi cu l grade de libertate. Vom presupune că frecă- 
rile sunt neglijabile, adică legăturile sunt perfecte. Ecuațiile 
de mişcare au forma (3.1.13) unde F, reprezintă componentele 
forţelor date, iar R, componentele forţelor de sprijin necunoscute. 


Pentru determinarea mişcării unui sistem de felul celui considerat, 
Lagrange propune următoarea metodă ce constă din două etape: 
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e determinarea funcţiilor zs(t) 
e determinarea reacţiilor R, cu ajutorul ecuaţiilor (3.1.13) scrise 
sub forma: 


Re =m,- F, s=1,3N (3.1) 


Pentru rezolvarea primei etape vor trebui eliminate forțele de 
legătură R.. Pentru aceasta se va ţine cont că legăturile sunt 
perfecte, deci componentele tangenţiale ale forțelor de sprijin se 
anulează. Dacă deplasăm arbitrar orice punct material al sis- 
temului de-a lungul curbei pe care acest punct este obligat să 
se găsească în baza legăturilor, forța de sprijin rămâne normală 
la curbă, iar lucrul mecanic efectuat de această forţă va fi nul. 
Această afirmaţie este însă adevărată numai dacă curba nu se de- 
plasează în timp. 


Aceste considerații ne conduc la definirea deplasării virtuale 
ÔT, a sistemului considerat, ca fiind orice variație continuă a co- 
ordonatelor x, astfel încât condiţiile de legătură (3.1.8) să fie 
mereu satisfăcute, la o valoare constantă a variabilei t. 


Fie o deplasare virtuală infinitezimală z, a sistemului de puncte 
materiale; acesta va trece de la coordonatele x, la coordonatele 
z + 6, astfel încât să fie satisfăcute, pe lângă realaţiile (3.1.8) şi 
relaţiile: 


Îi ta Orb =0 k=1,v s=1,3N (3.2) 


în care t nu a variat. Vom scădea ecuaţiile (3.2.2) şi (3.1.8), 
dezvoltăm după puterile cantităților £, şi păstrăm numai acei 
termeni de ordinul întâi: 


felts +x, t) — fr((zs, t) = 
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S> afa 
a on te =0 (3.3) 
relație ce reprezintă chiar condiţiile pentru ca deplasările ôx, 
să fie virtuale. 

Pentru orice deplasare virtuală infinitezimală ce satisface condiţi- 
ile (3.2.3), lucrul mecanic al forțelor de sprijin este nul: 


3N 
pd asa (3.4) 
s=1 


Această afirmaţie constituie enunţul principiului lucrului me- 
canic virtual sau principiul lui d’Alembert care stă la baza 
formalismului Lagrange. Pe baza lui se pot elimina reacțiile de 
sprijin R, din ecuaţiile de mişcare (3.1.13); este suficient să înmul- 
tim cu z, ambii membrii ai ecuaţiei (3.1.13) şi să sumăm pentru 
toate valorile indicelui s. Utilizând relaţia (3.2.4), vom obţine: 


3N 3N 
X ep E ru = ` F óx, (3.5) 
s=1 s=1 


din care au dispărut componentele R.. Principiul lucrului mecanic 
virtual se mai poate scrie şi sub forma: 


3N 


N (msi, — F,)ôzs = 0 (3.6) 


s=1 


Observaţie: deplasarea virtuală x, nu are numic comun cu de- 
plasarea reală în cursul mişcării sistemului, în care evident timpul 
variază. 
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3.2.2 Forțele generalizate 


Fie un sistem de N puncte materiale supus la v legături olo- 
nome şi perfecte şi fie q;(x;,t) (i = 1,l,s = 1,3N) coordonatele 
generalizate introduse prin relaţia (3.1.11). Se observă că o de- 
plasare virtuală infinitezimală 6z; a sistemului se obţine variind 
în mod arbitrar, la timp constant, variabilele q;: 


Ors E = 


d = a g’ =k = In (3.7) 


Întocându-ne la relația (3.2.5), observăm că membrul drept al 
ecuației reprezintă lucrul mecanic elementar al forțelor date, într- 
o deplasare virtuală: 


ÒL 


3N 9 
` F£; = 3 F, 5 
s=1 


l 
— óL X Qisai (3.8) 
i=1 


unde s-a utilizat relația (3.2.7) pentru deplasarea virtuală. Notaţia: 
Oz; 
3.9 
ar EA (3.9) 


reprezintă forţele generalizate corespunzătoare coordonatelor 
generalizate q; (i = 1,1): 


Qi = Qi(q1, Q2, -----q1, Q1, ata t) (3.10) 


unde (d, ġ2....ġ1} reprezintă vitezele generalizate. 
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Observaţie: dacă forţele F, derivă dintr-o energie potenţială, 
atunci lucrul mecanic elementar este egal, până la semn, cu vari- 
aţia energiei potenţiale: 


ôL = —6U (3.11) 


Dacă vom ţine cont de expresia (3.2.8) a lucrului mecanic ele- 
mentar exprimat prin forţele generalizate, atunci realţia (3.2.11) 
devine: 


 9U 


ôL = — — 
=i qi 


5q; (3.12) 


ceea, ce conduce la exprimarea forţelor generalizate, în cazul for- 

telor conservative F, prin relaţia: 
OU 
Oq, 


Q; = în) (3.13) 


3.2.3 Ecuațiile Lagrange 


Fie un sistem de N puncte materiale supuse la v legături olo- 
nome şi perfecte şi care posedă energia cinetică Fein exprimată 
prin: 


1 N 
= z2 
Bom = > D mi? (3.14) 


Dacă vom înlocui în expresia principiului d’Alembert (3.2.6) ex- 
presia deplasărilor infinitezimale virtuale (3.2.7), şi dacă ţinem şi 
de (3.2.14) vom ajunge la setul de ecuaţii diferenţiale: 


=Q; i=Il (3.15) 
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ceea ce reprezintă ecuațiile Lagrange pentru determinarea miş- 
cării sistemului. Ele sunt în număr egal cu numărul ] al gradelor de 
libertate ale sistemului. Prin integrarea acestui sistem de ecuaţii 
se va obţine dependenţa coordonatelor generalizate de timp, q(t). 
Apoi, cu aceste coordonate odată determinate se pot deduce, pe 
baza relaţiei (3.1.11) coordonatele zs(t). Ecuațiile (3.2.1) permit 
determinarea reacţiilor de spijin Rs. 


Observaţie: dacă forţele date admit energia potenţială U, ecu- 
aţiile lui Lagrange (3.2.15) se pot scrie sub formă mai compactă. 
Pentru aceasta vom introduce funcţia Lagrange sau lagrange- 
iana sistemului, definită prin relaţia: 


De Ps (3.16) 


Astfel, ecuaţiile Lagrange capătă forma: 


d (ƏL OL = 
< = =] A | 
7 ( Z) dq, 0 i l (3.17) 


In concluzie, formalismul Lagrange oferă o metodă de rezolvare a 
unor probleme de mecanică care constă în: 


e se stabileşte numărul gradelor de libertate şi se aleg coordo- 
natele generalizate 
e se construiesc funcţiile Eein, Qi, L 


lizate q;(to) si vitezele generalizate d;(t) (i = 1,1) 

e se integrează ecuaţiile Lagrange obținându-se soluţia q; = q(t) 
(i = 1,1), se determină coordonatele zs(t) (s = 1,3N) şi apoi 
reacţiile de sprijin Rs (s = 1,3N) 
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3.3.1 Principiul lui Hamilton 


Legile Mecanicii newtoniene, aşa cum au fost formulate de Newton 
şi care si-au găsit forma cea mai generală în lucrările lui Lagrange, 
au forma unor ecuaţii diferenţiale. Prin lucrările lui Hamilton s-a 
ajuns la formularea integrală a legilor Mecanicii. 


Principiul lui Hamilton este un principiu integral al legilor Meca- 
nicii. Pentru a vedea în ce constă, acesta, vom considera un sistem 
de N puncte materiale supus la v legături olonome şi perfecte. 


Fie 
L1, E2, E3, d duci A EIN (3.1) 


coordonatele carteziene ale punctelor sistemului, şi fie de aseme- 
nea 


felz, t)=0 k=1,v s=1,3N (3.2) 
ecuațiile care rezultă din legăturile impuse sistemului. 


Vom presupune în continuare că, în intervalul de timp [t1, t2] este 
cunoscută mişcarea reală a sistemului, conformă cu legile Me- 
canicii. Această mişcare este caracterizată prin legile de mişcare: 


Zs Sal) a SAE bo, s=1,3N (3.3) 


Este clar că această mişcare, caracterizată prin ecuaţiile (3.3.3) 
respectă legăturile, deci funcţiile (3.3.3) substituite în relaţiile 
(3.3.2), le verifică identic. 
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Vom considera şi o mişcare virtuală, deci o mişcare despre care 
presupunem că satisface condiţiile de legătură (3.3.2), dar nu sa- 
tisface legile Mecanicii. Mişcarea virtuală este caracterizată prin 
relaţii de forma: 


r =L t) ba oda.” s=1,3N (3.4) 


De asemenea, vom presupune că la momentele de timp t = ti şi 
respectiv t = tə, pozițiile punctelor sistemului considerat, pentru 
mişcarea reală gi pentru cea virtuală, coincid: 


zeta) = zs(tu) 
(3.5) 
Ts(t2) = zs(t2) 


În fine, vom mai presupune că mişcările (reală şi virtuală) sunt 
destul de apropiate una de cealaltă, prin urmare diferențele: 


z, = 246) — z(t) (3.6) 


sunt suficient de mici, astfel încât puterile superioare puterii întâia 
să fie neglijate. 


Se observă că, prin ipoteză, atât coordonatele z,, cât şi coordo- 
natele x”, satisfac în fiecare moment relaţiile de legătură (3.3.2); 
rezultă atunci că mărimile ôx, reprezintă, la fiecare moment t, 
o deplasare virtuală. Dar, conform principiului lucrului mecanic 
virtual (3.2.4), dacă vom elimina reacţiile de spijin Rs, vom obţine 
o relaţie asemănătoare cu relaţia (3.2.6): 


3N 


X (mës — F,)ôxs(t) = 0 (3.7) 


s=1 
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cu deosebirea că mărimile x, depind de timp. 


Vom analiza în continuare cazul obişnuit al forţelor F, ca forţe 
conservative: 


3N 
F, = -V,U > X Fra = —6U (3.8) 


s=1 


Vom înlocui această ultimă relaţie în (3.3.7), apoi înmulţim cu dt 
şi integrăm în raport cu timpul de la tı la tə: 


to 3n to 
I 5 zza dt = — f ôU dt (3.9) 
ti s= ti 


care, prelucrată, şi ţinând cont şi de ipoteza (3.3.5) conduce la 
ecuația: 


t2 
/ (6 Ecin — 6U)dt = 0 (3.10) 
ti 
unde: 
3N 
Eein = Ô > mais (3.11) 


reprezintă diferenţa. dintre energia cinetică a sistemului E”, cal- 
culată pentru mişcarea virtuală (pe traiectoria virtuală) şi res- 
pectiv pentru mişcarea reală Eeim (pe traiectoria reală): 


Oas Ba Bia (3.12) 


cin 


Dacă vom integra relaţia (3.3.12) rezultă: 


to to to t2 
f ô Ecindt = f Elin — | Ecimndt = 6 | Ecindt (3.13) 
ti ti ti ti 


133 


Dacă vom repeta acelaşi raţionament pentru energia potenţială, 
relaţia (3.3.10) se poate scrie: 


t2 
af (Ecin — U)dt = 0 (3.14) 
tı 

Această ecuaţie reprezintă expresia matematică a principiului 
lui Hamilton şi are următoarea semnificaţie. Dacă se calculează 
integrala: 


t2 
1 RE. 
tı 

pentru mişcarea reală a sistemului gi respectiv pentru mişcarea 
virtuală apropiată supusă condițiilor: 


e satisface relaţiile de legătură 
e coincide cu poziţiile reale la momentele tı şi t2 


atunci diferenţa, (3.3.14) a celor două integrale este nulă. 


Observaţie: această condiţie este analoagă cu condiţia de maxim 
sau minim (extrem) pentru o funcţie; dacă se calculează valoarea 
funcţiei pentru un sistem de valori date variabilelor de care de- 
pinde funcţia şi se constată că variaţia este întotdeauna nulă când 
ne deplasăm la un punct vecin, atunci sistemului dat de valori îi 
corespunde o valoare minimă sau maximă a funcţiei. 


In cazul nostru funcţia este înlocuită printr-o integrală, iar va- 
riabilele independente printr-o traiectorie. Vom nota prin: 


t2 
gz f Bis Dai (3.15) 


ti 
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acţiunea pentru o mişcare oarecare iar L = Ecin — U = L(q, q, t) 
este funcţia Lagrange. 


Deci, principiul integral a lui Hamilton (numit şi princi- 
piul minimei acţiuni) se poate formula astfel: mişcarea reală 
(conformă cu legile Mecanicii), în intervalul de timp [t1, t2] este 
aceea. mişcare pentru care integrala © capătă o valoare extremă 
(minimă sau maximă) în comparaţie cu mişcările vecine, care sa- 
tisfac ecuaţiile legăturilor. 


Principiul Hamilton conţine, sub formă compactă, legile mişcării 
sistemului de particule. Se poate arăta că satisfacerea acestui 
principiu 


t2 
5 I Hondt (3.16) 
tı 


este echivalentă cu cerința ca sistemul diferențial 


d (ƏL ðL 
Z = ;= 1,1 3.17 


să fie satisfăcut, sistem ce reprezintă ecuațiile Lagrange (vezi 
Anexa A) 


3.3.2 Ecuațiile canonice 


In formularea lagrangeiană a legilor Mecanicii, starea meca- 
nică a unui sistem la un moment dat t este dată de valorile nu- 
merice ale coordonatelor generalizate şi vitezelor generalizate: 


q1, q2, ----q1 qı, da, ->Å (3.18) 
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Evoluţia, în timp a stării mecanice se obţine prin integrarea ecuaţi- 
ilor Lagrange (3.3.17). În cazul cel mai simplu, în care variabilele 
qi sunt chiar coordonatele carteziene ale punctelor materiale, iar q; 
sunt vitezele corespunzătoare, atunci funcţia Lagrange are forma: 


l 
1 
L= X mig? —U(qi,t 3.19 
D gud -Ulan t) (3.19) 
unde U(q;,t) este energia potenţială a sistemului. 


Un alt mod de a determina starea mecanică a unui sistem şi 
evoluţia acesteia în timp a fost introdus de Hamilton (1834). În 
formularea lui Hamilton, starea mecanică a unui sistem de puncte 
materiale se face cu ajutorul a 2l variabile: variabilele q1, q2, ....qi 
rămân coordonatele generalizate ale lui Lagrange, iar noile vari- 
abile pı, p2, ....pı , care înlocuiesc vitezele, sunt impulsurile ge- 
neralizate şi sunt definite prin relaţia: 


= = (3.20) 
În cazul cel mai simplu, în care lagrangeiana are expresia (3.3.19), 
impulsurile p; au expresiile: 
şi se mai numesc impulsurile conjugate variabilelor de po- 


ziţie qi. 


Pentru a determina legile de evoluţie a sistemului , vom intro- 
duce funcţia H de variabilele de stare, definită prin relaţia: 


l l 
) ðL. | 
H = X på: -L= >S T — L(pi, dit) (3.22) 
i=1 i=1 
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numită funcţia hamiltoniană a sistemului sau, pe scurt, ha- 
miltoniana sistemului. Dacă vom diferenţia ambii membrii ai 
relaţiei (3.3.22), faţă de toate variabilele de stare, precum şi de 
timp, obţinem: 


- OL OL 
dH = 3 qidpi + Ddi — dai „da; — dq; — d: —— 48.23) 
j=l 


Dacă vom ţine cont şi de definiţia impulsului generalizat (3.3.20), 
atunci diferenţiala hamiltonianei (3.3.23) se va scrie sub forma: 


l l 
OL, O 
d > ddp 3 adi — pp (3.24) 


care, comparată cu expresia diferenţialei matematice a funcţiei 
H (pi, di, t): 


oH oH oH 
H = i i . 
d w îi dq 7 dt (3.25) 


conduce la următoarele egalităţi: 


„OH 
qi = F. 
OL OH 
e 7 oa (3.26) 
ƏL _ ôH 
ðt ot 


Dacă vom ţine cont de ecuaţiile Lagrange precum şi de definiția 
impulsului generalizat, primele două ecuaţii din relaţia (3.3.26) 
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capătă forma: 


SiT oH 
a Op; 
(3.27) 
OH = 
EE IE «i 
D Iq, i l 


Aceste ecuaţii (3.3.27) reprezintă ecuațiile lui Hamilton sau 
ecuaţiile canonice ale Mecanicii şi care determină evoluţia 
în timp a stării mecanice a sistemului. Ele sunt complet echiva- 
lente cu ecuaţiile lui Lagrange, dar prezintă următoarele avantaje: 


e sunt ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi spre deosebire de e- 
cuaţiile lui Lagrange care sunt de ordinul doi, dar numărul lor 
este dublu 

e sunt rezolvate faţă de derivatele în raport cu timpul ale varia- 
bilelor canonice p;, qi 


Conform formalismului lui Hamilton se poate descrie starea me- 
canică a unui sistem de puncte materiale prin 21 coordonate ca- 
nonice. Dacă asociem acestor 21 variabile un spaţiu matematic 
2] dimensional, vom obţine aşa numitul spaţiul fazelor în care 
qi = qilt) şi p; = pi(t) reprezintă ecuaţiile parametrice ale traiec- 
toriei din acest spaţiu. 


3.3.3 Semnificaţia funcţiei hamiltoniană 


In cazul cel mai simplu, în care lagrangeiana are forma (3.3.19), 
vom avea, conform definiţiei: 


l l 
) 1 . 
H = mọ -L= = N mig? +U (qat) (3.28) 
i=1 i=1 
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deci, hamiltoniana, este suma energiilor cinetică şi potenţială ale 
sistemului, adică energia totală a sistemului de puncte mate- 
riale supus la legături olonome şi perfecte. Aceeaşi semnificaţie 
se obţine şi în cazul legăturilor scleronome care sunt legături 
independente de timp. 


Dacă, însă legăturile impuse sistemului depind explicit de timp 
(legături reonome), atunci în expresia energiei cinetice apar şi 
termeni de gradul întâi faţă de vitezele generalizate, iar hamilto- 
niana nu mai coincide cu energia totală a sistemului. 


3.3.4  Parantezele lui Poisson 


Forma canonică (3.3.27) a ecuaţiilor de mişcare ne permite 
să, determinăm legea de variaţie în timp a oricărei mărimi care 
depinde de starea mecanică a sistemului. Fie f(p,,q;,t) o astfel 
de mărime. Variația totală a acestei mărimi atunci când timpul 
creşte cu dt este: 


d = a 23 Of dai | 23 of dpi 


qi dt Op; dt (3.29) 


Dacă vom înlocui derivatele variabilelor canonice prin valorile lor 
date de ecuaţiile canonice, se obţine: 


d = i Of OH Of0H 
23 (5 dp; ðp; d.) 


(3.30) 


Suma, care apare în membrul al doilea al acestei relaţii se numeşte 
paranteza Poisson a mărimilor H şi f şi se notează: 


l (Of9H  9f39H 
A, i E 3 (5 Opi E Op; E) (ot) 
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In general se defineşte paranteza Poisson pentru două mărimi oa- 
recare f şi g: 


l /ðf 99 ðf 99 
g) 5 >, (3 Oa; j qi a) Pa 


sume care se întâlnesc frecvent în probleme de Mecanică tratate 
cu ajutorul ecuaţiile canonice. 


Parantezele Poisson se bucură de următoarele proprietăţi care re- 
zultă din definiţia lor generală (3.3.32): 


e antisimetrie: (f,g9) = —{g, f} 
e liniaritate faţă de fiecare partener: {c1 fi +c2f2,9} = cal fi, g} + 


C2{ f2, g} 

e parantezele Poisson ale variabilelor canonice au valorile: 
{ag} = 0 (3.33) 
{Pip} = 0 (3.34) 
{Paq} = dj (3.35) 


unde 6;; este simbolul lui Krönneker, $;; = 1 pentru î = j şi 
dij = 0 pentru i Æ j. 
e între parantezele Poisson a trei mărimi f, g şi h este respectată 
identitatea Jacobi: 


1,19, Ph) + {9 ih, fiy + ih {fg} =0 (3.36) 


Revenind asupra relaţiei (3.3.30), legea de variaţie în timp a unei 
funcţii f se poate scrie: 


df _ 


7 
oae (3.37) 
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Dacă vom alege energia totală a sistemului ca fiind mărimea me- 
canică f = H atunci variaţia în timp a hamiltonianei este: 


dH ƏH OH 
a pet = (0:28 


Un caz special este acela pentru care hamiltoniana nu conține 
explicit timpul, adică OH = 0. Rezultă: 
i =0 (3.39) 
dt 
ceea ce exprimă, în cazurile în care hamiltoniana este tocmai ener- 
gia totală a sistemului, legea de conservare a energiei. 


3.3.5 Transformările canonice 


Alegerea convenabilă a variabilelor care descriu starea de miş- 
care a unui sistem, în problemele de mecanică, poate aduce sim- 
plificări considerabile. Fie un sistem de puncte materiale, cu ] 
grade de libertate a cărui migcare este caracterizată de ecuațiile 
canonice: 


„OH 
qi = EX 

ER (3.40) 
Le gH 
Pin m ED T 


Să urmărim cum se transformă aceste ecuații dacă asupra varia- 
bilelor facem o schimbare de forma: 


p; P;(Pi, qa, t) 


(3.41) 
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unde funcţiile admit derivate parţiale de ordinul doi, continue. 


Condiţia necesară şi suficientă ca şi variabilele p; şi q; să poată 
fi exprimate în funcţie de variabilele p; şi q; este ca jacobianul 
variabilelor p;, q! faţă de variabilele p;, q; să fie diferit de zero: 


O(p1, Ps -Pi di Q2» ----00) 


J= 
O(p1, P2, ----Pi; q1, Q2, ----q1) 


70 (3.42) 


Observaţie: dacă diferenţiem relaţia (3.3.41), obţinem: 


, op; Op, Op! 
a igg =. ee po Ei io 
i=Il j=I,l (3.43) 
ðq; oq; oq; 
U = ? = ? ; "d c 
dq; de dt dp, dpj + T qj 


din care se observă că jacobianul J este tocmai determinantul 
mambrilor din partea dreaptă a relației (3.3.43). 


Să considerăm în continuare ecuațiile canonice scrise în noile va- 
riabile: 


j OH 
qp = D 
Pi 
H' = H'(puqyt) i=1,1 (3.44) 
OH 
Pi = BA 


Pentru ca ecuaţiile de mişcare scrise în variabilele p', q; să aibe 
forma canonică (3.3.44) trebuie impuse anumite restricţii trans- 
formării (3.3.41). Restricţia care se impune se numeşte condiţia 
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de canonicitate şi este următoarea: 


(p;da; = Hdt) T (p;dq; = H'dt) = dF (p;, qit) i=1,l (3.45) 


unde F (p;, qi, t) se numeşte funcţie generatoare a transformării 
(3.3.41). Dacă condiţia (3.3.45) este satisfăcută , vom spune că 
transformarea (3.3.41) este o transformare canonică. 


Să considerăm în continuare două mărimi mecanice oarecare f 
gi g. Se poate demonstra că parantezele Poisson ale celor două 
mărimi scrise faţă de variabilele p;, q; şi respectiv p;, q; sunt egale, 
cu condiţia ca ca cele două sisteme de variabile să derive unul din 
celălalt printr-o transformare canonică: 


{f, g}pa = { f, 9}p w (3.46) 


Această proprietate se numeşte invarianța parantezelor lui 
Poisson la transformările canonice. 


3.3.6 Ecuația lui Hamilton-Jacobi 


Scopul transformărilor canonice este trecerea de la sistemul de 
mişcare (3.3.27) la un sistem transformat (3.3.44) care să aibe o 
formă cât mai simplă. Dar forma cea mai simplă pe care o poate 
avea un sistem canonic corespunde cazului în care hamiltoniana 
H este identic nulă. În acest caz, sistemul canonic (3.3.44) se 
reduce la: 
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deci variabilele q;, p; sunt constante în timp. O astfel de transfor- 
mare se poate obţine dacă se utilizează o funcţie S generatoare a 
transformării, care satisface ecuaţiile: 


OS(p',q,t 
pi = aa (3.49) 
qi 
ƏS (p',q,t) 
q; = op (3.50) 
OS(pq,t) 
H-H = = 3.51 
ZE (3.51) 
Anularea hamiltonianului H’ implică, conform relaţiei (3.3.51): 
OS(p',q,t 
a + H(p,q,t)=0 (3.52) 


Dacă vom înlocui în hamiltoniana H(p, q,t) variabilele p prin ex- 
presiile date de (3.3.49), se obţine, pentru funcţia generatoare S 
a transformării, ecuaţia: 


Eu (3 r) =0 (3.53) 


cunoscută sub numele de ecuația Hamilton-Jacobi. 


Ecuația Hamilton-Jacobi este o ecuație cu derivate parțiale pentru 
funcţia S. Pentru determinarea mişcării sistemului este necesar 
să, se determine o soluţie a acestei ecuaţii. O astfel de soluţie se 
numeşte integrală completă a ecuaţiei (3.3.53). Această ecuaţie 
este echivalentă cu sistemul canonic şi deci reprezintă, o exprimare 
echivalentă a legilor mişcării pentru sistemul mecanic considerat. 


Observaţie: Funcţia generatoare S din ecuaţia Hamilton-Jacobi 
este chiar acţiunea din formalismul Lagrange şi are dimensiunea 
de energie x timp. 
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3.4 Probleme 
3.1 Să se găsească ecuaţiile diferenţiale de mişcare pentru o par- 
ticulă de masă m sub acţiunea unui forţe atractive invers propor- 


ţională cu pătratul distanţei, de tipul F = -4, k>0: 


a). cu ajutorul formalismului Lagrange; 
b). cu ajutorul formalismului Hamilton. 


Rezolvare: 


Considerăm drept coordonate generalizate coordonatele polare 
(r,0). Deci: 


> 


gi, = 
Q = 


D 


Legăturile dintre aceste coordonate şi coordonatele carteziene z, y 
sunt date de relațiile: 


xz = rcosô 
= rsin 
Energia cinetică are expresia: 
1 1 1 : 
Ecin = PU = 3” (2? + J”) = z” G Aa 7262) 


Energia potenţială se determină conform relaţiei de definiţie: 
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a. Lagrangeianul acestei mişcări se scrie sub forma: 
1 : k 
L = Ean — U = z” (+10) + — 
F 


iar ecuațiile Lagrange: 


d (81) ðk i 
dt Nod; dq 


d (3)-3 Li 
dt \ or Or 
d (27) - 3 E 
dt \ ðĝ 00 


După efectuarea derivatelor din aceste ecuaţii se obţine: 


devin: 


De ză 

Di o 

OL k 
Ər = mr’ — 3 
sia — mr’ 

90 

OL 

A 0 


Ca urmare: 


mi: = mr? + — 
r2 


2mrrd + mr? = 0 
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Se observă că s-au obţinut două ecuaţii diferenţiale de ordinul doi. 
Din prima ecuaţie diferenţială rezultă: 


fi — 720 — = 
r 
iar a doua ecuație diferențială se poate se poate scrie sub forma 
restrânsă: 


d 25 
k (mr ô) = -05> 
J = mr20 = const. 


Mişcarea sub acțiunea unei forțe invers proporționale cu pătratul 
distanţei (forţă de tip central) are loc în aga fel încât momentul 
unghiular J se conservă. Direcţia rămâne constantă în timp, ca 
urmare mişcarea particulei are loc în permanenţă în acelaşi plan. 


b. Să introducem impulsurile generalizate: 


OL Pr 
Pr z = Mr => r= — 

Or 

ðL 25 Po 
Do = Da dd T 


Funcţia lui Hamilton devine: 


H 


) > 1 i k 
Ppr + Opo — L = ip, + Opo — zm (12 + 7262) Ry 
E 
R (ok 
m mr? Oomli? r2 E 


— LA zu Pa) ul 
2m | r2 r 
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Ecuațiile canonice ale mişcării sunt: 


_ ôH O k 
Pr = Or Pr 2mr3 r2 
Tai ƏH PA vean: 
OH 
a = E TR 
Op. m 
OH Ă 
AE aie ge 
opo mr? 


S-au obţinut patru ecuații diferenţiale de ordinul întâi (mai uşor 
de integrat decât cele din reprezentarea Lagrange!). Deoarece co- 
ordonata 0 nu apare în mod explicit în expresia hamiltonianului ea 
este o coordonată ciclică. Impulsul generalizat asociat acestei 
variabile este o integrală a mişcării: 


po = mr26 = const. 


3.2 Energia cinetică a unui corp de masă m în coordonate polare 
plane (r, 0) este: 


1 
Pin = sm ag 720%) 


Care sunt forţele generalizate corespunzătoare acestor coordo- 
nate? 


Rezolvare: 
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Forţele generalizate se calculează cu ajutorul formulei: 


dt ( Oå Oq, 
Deoarece: 
q =r; Q= 
se obține: 
d O Ecin O Ecin A d E) 
Qi = T ðr A a 
d (OEn 8 Ecin _ d 35 
Q = x ( PT a apr d) 


3.3 Să se scrie ecuaţiile de mişcare Lagrange pentru pendulul 
dublu din Fig. 3.3 ce execută oscilaţii în acelaşi plan. Se consi- 
deră mı = mo = msi h =h =l 


Rezolvare: 


Sistemul are două grade de libertate. Considerăm drept coordo- 
nate generalizate q1 = 01, q2 = 02. Din Fig. 3.3 se observă că: 


Tı 
Yı 
T2 


Y2 


lsin 61 
l cos 0, 
lsin 6 + lsin bə 
| cos 0, + l cos 


Energia potenţială a sistemului este egală cu lucrul mecanic efec- 
tuat de forţele ce acţionează asupra celor două corpuri luat cu 
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Fig. 3.3 


semn schimbat. Pentru o deplasare infinitezimală: 
dU = —(Gu- di + Gə- dř) 
= —mgdyi — mgdyə 


Considerând ca nivel de referinţă planul y = Ocăruia îi atribuim, 
prin convenţie, valoarea zero energiei potenţiale, se obţine după 
integrare: 


U 


=mMgyYı — MgY2 
= —mgl(2 cos 01 + cos 62) 


Pentru a determina energia cinetică a sistemului avem nevoie de 
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expresiile vitezelor: 


tı = ĝl cos 64 
Yı = —ĝ,lsin 0i 
tə = ĝılcos0i + Gol cos bə 
Y2 = —ĝl sin 6, — 6-1 cos 6> 
Ca urmare: 
1. . 1 . 
Ecin = m(i3 f 779) zm? f ýa) 


| d e, , e mu 
me + m ze + 202 + 226,6 cos(6 — 3) 


Funcţia Lagrange devine: 
i e 
[i = Big mâl + 
Îi cil p 
sm 622 + 6802 + 21740, cost, — 02)] + 
+mgl(2 cos 01 + cos 62) 


Calculăm în continuare derivatele implicate în ecuaţiile Lagrange: 


—— = 2ml? + ml202 cos(6, — 02) 
96, 
d /ƏL , a 
di (3) = 2ml? = ml202(0, = 02) sin (0, = 02) 
+ml?02 cos(6, — 02) 
OL 2 AA 3 . 
—— = —ml"00asin(0, — 03) — 2mglsin 0, 
96, 
OL 


d mâl? + mlP0. cos(0. — 02) 
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mâl? + ml26, cos(0, — 02) — 


sa 

ON 

V|% 

$2 

So 
| 


-ml (6, = 02) sin(0, ari 02) 
—ml20,6 sin (01 — 02) — 2mgl sin 62 


90 


Ecuațiile Lagrange, după simplificarea prin ml sunt: 


26,1 — l0a(6, — 62) sin(0, — 02) + 192 cos(0, — 02) + 
+16, sin(0, — 02) + 2gsin, = 0 

dal + 10, cos(0 — 02) — 11 (1 — 02) sin(01 — 02) + 
+18 sin(0, — 02) + 2gsin0> = 0 


3.4 Se consideră un punct material de masă m în câmp gravita- 
tional, constrâns să se mişte, fără frecare, în interiorul unui con 
de unghi a. 


a). Câte grade de libertate are sistemul? Alegeţi un sistem de 
cordonate generalizate. 

b). Determinaţi energia cinetică în sistemul de coordonate gene- 
ralizate ales. 

c). Scrieţi energia potenţială în sistemul de coordonate generali- 
zate ales. 

d). Scrieţi ecuaţiile Lagrange corespunzătoare. 


Rezolvare: 


a. Descrierea mişcării pe un con necesită alegerea sistemului 


152 


de coordonate cilindric (r,p,2) (Fig. 3.4). Dar, datorită con- 
strângerii legate de mişcarea doar pe suprafaţa conului: 


r = 2tga 


numărul de coordonate independente necesare pentru studiul miş- 
cării (adică numărul gradelor de libertate) este: 


Tu 3 = 12 


planul z=zi 


cilindrul 
P=pi 


Fig. 3.4 


Drept coordonate generalizate se pot alege grupurile : (r, y) sau 
(z, 9). 


b. Poziția particulei este descrisă în orice moment de timp de 
gruparea (r,p,r/tgp). Folosim relaţiile de transformare de la un 
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sistem cartezian (x,y,z) la acest sistem de coordonate. 


rsin Y 


T cos p 


z = rctga 


Derivarea în raport cu timpul conduce la relaţiile: 


r sin y + rọ cos y 
= rcosp—rpsinp 
o P 
a tga 
Energia cinetică devine: 
Egin — 3 (2? F y’ T 22) 


c. Corpul se mişcă în câmp gravitațional care este un câmp con- 
servativ, energia potenţială corespunzătoare fiind: 


U = mgz + Uo 


Vom considera drept referință planul z = Ocăruia îi vom atribui 
prin convenţie valoarea zero pentru energia potenţială: Uo = 0. 
Deci: 


U= my- 
tga 


d. Lagrangeiana sistemului este: 


L = Ean- U 


154 


Ecuațiile Lagrange corespunzătoare sunt: 


d 


di 
d 


OL 
Or 


)- 


ƏL 
dt lo 


)- 


ðL 
Or azi, 
ðL 
Op S 


Calculăm mai întâi derivatele implicate în prima ecuaţie: 


ðL 
ðr 
d [ƏL 
a (o) 
ðL 
ðr 


mr (1 + ctg’a) 


mr (1 + ctg’a) 


mro? — mgctga 


Prima ecuație Lagrange, după simplificarea prin m devine: 


f (1 + ctg”a) — ro? + gctga = 0 


Repetăm procedura pentru cea de-a doua ecuație Lagrange: 


ƏL 
op 
d (ƏL 
a (5) 
ƏL 
op 


mr 


mro + mro 


Deoarece variabila p nu intră în expresia funcției Lagrange: 


OL 


dp fe 


mro = J; 


const. 
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Mişcarea, are loc în aşa fel încât se conservă cantitatea mr care 
reprezintă momentul unghiular pe direcţia Oz. Această relaţie 
permite reducerea încă a unei variabile din ecuaţia generală a 
mişcării găsite din ecuaţia Lagrange pentru variabila r. 


2 2 l (Pey? 
i (1+ ctg'a) — — (=) + gctga = 0 
rm 
Ultima ecuaţie obţinută este o ecuaţie diferenţială în variabila r. 


3.5 Un pendul matematic cu masa ma este suspendat de o bară 
rigidă şi foarte uşoară de lungimel. La rândul ei, bara este prinsă 
de un corp de masă miagăţat de un resort cu constanta elastică k 
(vezi Fig. 3.5). Se presupune că mişcarea sistemului are loc doar 
în planul figurii. 

a). Să se construiască lagrangeiana sistemului L = L(y,0,y, 6); 
b). Să se scrie ecuaţiile Lagrange. 


Rezolvare: 
a. Coordonatele generalizate ale sistemului sunt distanţa măsu- 


rată pe verticală de la originea sistemului x şi unghiul de deviere 
în plan vertical 0. Se poate scrie: 


II = 0 
Yy = y 
zə = lsin 


y2 = y+lcosð 
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Fig. 3.5 
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Energia cinetică a sistemului este: 


o= È o 1 202 2 E V e a 
Ean = ma + ma [ 0“ cos“ 0 + (i lăsînd) 
1 1 3 
= ma? + ma l? + 262 — 2y sin J 


2 


Energia potențială se compune din contribuția dată de forța elas- 
tică ce apare în resortul deformat şi din cea determinată de forțele 
gravitaționale: 


1 
QÇ s= -zki — M1gYı — M29Y2 
1 
= Ry — mgy — mzg(y + l cos0) 
Aşadar funcția Lagrange este: 
1 1 ; ; 
L = Ean- U= mi? + zm ; +$ — 910 sin 0] + 
1 
z + mıgy + mag(y + l cos 8) 
b. Ecuațiile Lagrange sunt: 
d (ƏL ðL 0 
dt \ ôğ dy 
d (ƏL\ ƏL 0 
dt (96 ðo 


Derivatele implicate în aceste ecuații sunt: 


ðL 
Oy 


= (mı + mo)y — mal sin 8 
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d (3) = (mı + mo)ij — mol(ăsin 0 + 62 cos) 
— = —ky+ (mut ma)g 
— = ml(lĝ — ysin0) 

d (=Z) = mË — mal(ij sin 6 + 6 cos 0) 

— = —mlĝý cos — mgl sin 8 


După înlocuirea corespunzătoare se obţin următoarele ecuaţii: 


II 
D 


(mı + mo)(ij — g) — mal (Ö sin 0 + 62 cos 0) + ky 


Eua 
0+ 7(9-ü)sinð = 


3.6 Un corp de masă m încărcat cu sarcina electrica e se mişcă cu 
viteza v într-un câmp electromagnatic, descris de potenţialul vec- 
tor A(Az, Ay, Az) şi de potenţialul scalar y(r). Funcţia Lagrange 
a acestei mişcări este: 

mu? > 


Să se determine energia cinetică a particulei. 


Rezolvare: 
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Energia cinetică a mişcării este: 


unde: 


di 
do 
d3 


E; 
po dk 
= E 
ZE e 


Expresia dezvoltată a funcției Lagrange se scrie sub forma: 


m — 
L= 2 (v? vi | v?) F e(vzAz + VyAy + vzA2) — p(7) 
Deoarece: 
OL 
Di = MUVr T eA, 
OL 
ðv, = MUy Fi CA; 
OL 
du. = mw, +eA 
expresia energiei cinetice devine: 
ðL ðL ðL 
ii Ov, Py vy Í ðv, 
= mn (u Fo + 03) + e(voAz FiA, KuA j= 
m — 
—— (vă + v + v?) — e(UsAs + VyAy + vzAz) + p(7) 
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3.7 Se ştie că funcţia Hamilton a unei particule este: 
H = ap? + bz2 + cz 


unde z— coordonata particule, p— impulsul iar a,b, c— constante 
reale pozitive. Să se determine: 


a) ecuaţia. diferenţială de mişcare a particulei; 
b) paranteza Poisson dintre lagrangeiana şi hamiltoniana sistemu- 
lui {L,H} 


Rezolvare: 


a. Din ecuaţiile lui Hamilton rezultă: 


d = oA = 2a 
oH 
D F br — c 


Derivând din nou prima relaţie şi folosind-o pe a doua se elimină 
impulsul. 


Ecuația diferențială a mişcării este: 
ï + 4abz + 2ac = 0 
b. Funcţia Lagrange este conform definiţiei: 


L = pă — H = pi — ap? — bz? — cx 
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Vom folosi în continuare proprietăţile parantezelor Poisson. 
(LH) = (pi — H, H} = (pi, H} = Pap”, H} = 2a{p°, H} 
= 2a{p”, ap + br’ + cr} 
= 2a |{p" ap} + (pda) + {p° cx}] 
= 2a [b{p’, x°} + elp?,z)] 


deoarece: 
{pap} = a{p’, p} = 0 


Folosim următoarele rezultate: 


e = (2) (02) - (00) (o,)=: 
(pa) = p{p,£}+ {p,x£}p = 2p{p, £} = 2p 


(pă) 2p{p, x°} = —2p{ x°, p} = —4priz,p) 
= 4pr{p, x} = 4pr 


Ca urmare: 
{p, x°} = 8abpz + 4acp 


3.8 Să se deducă legea de mişcare a unui oscilator liniar armo- 
nic de masă m şi constantă elastică k, cu ajutorul formalismului 
Hamilton-Jacobi. 


Rezolvare: 


Vom folosi ecuaţia Hamilton-Jacobi: 


OS 
H —— = 
+ Ji 0 
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Funcţia Hamilton pentru un oscilator liniar armonic este: 
p? kr? 

2m 2 
iar 


Pa 
Revenim în ecuaţia Hamilton-Jacobi: 


1 (98), ha? „95 6 
2m \ ðr 2 ðt 
Încercăm să găsim soluția ecuației diferențiale separând contribu- 


tia care depinde doar de coordonată de cea care depinde doar de 
timp. 


După verificarea soluției rezultă: 


1 C | k£? dSa(t) 


2m dx 20 dt 


Relația este adevărată doar dacă fiecare membru al ecuației este 
egal cu o constantă, pe care să o notăm [. 


1 /dSi(x) kz? 
=( dx ) SE: tai i 
dst) 
d o P 
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dS (x) 


I 
ae 
N 
3 
ON 
D 
| 

3 
N| 8S 
N 
= 
Qa 


Si (x) 


-) 


După rezolvarea celei de a doua ecuaţie rezultă: 


dSa(t) = —Bdt 
S(t) = — Bt + S20 


Ca urmare, acțiunea este, până la o constantă 910 + S20 pe care o 
considerăm egală cu zero: 


s= [ema Sa-i 


Considerăm că 8 este o nouă coordonată a sistemului care joacă 
rol de impuls. Atunci se poate defini şi o nouă coordonată de 
poziţie corespunzătoare, prin relaţia: 


OS 
dp 


Q = vamas Jl- a 
V2m 


"| dz _ 


Q = 


Deci: 
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Această relaţie se poate rearanja şi apoi integra ţinând cont de 
faptul că noua coordonată gereralizată introdusă este o constantă. 
Să o notăm cu. 


După integrare se obţine: 
M arcsi Iag 
z arcsin | 243 3] = y 
sin | x A 
25 


II 
Ii 
S 
+ 


sau: 


Constantele 8, y se determină din condiţiile iniţiale. 


Capitolul 4 


Mecanica cuantică 


4.1 Aparatul matematic al Mecanicii 
cuantice 


4.1.1 Spaţii liniar complexe 


Formalismul Mecanicii cuantice foloseşte teoria spaţiilor Hilbert 
şi a operatorilor liniari care acţionează în aceste spaţii. Vom pre- 
zenta în continuare definițiile acestor concepte necesare pentru 
formularea principiilor Mecanicii cuantice. 


Prin definiţie, un spaţiu liniar (sau spaţiu vectorial) este o 
mulţime de elemente, denumite vectori, pentru care sunt definite 
două operaţii fundamentale - adunarea vectorilor şi înmulţirea 
cu numere complexe, operaţii care conduc tot la elemente ale 
mulţimii şi care satisfac anumite axiome (prezentate mai jos). 
Elementele spaţiului sunt notate cu ajutorul parantezelor ”| >” 
care încadrează simboluri literare sau numerice, şi au primit de- 
numirea de vectori ”ket”. Atât notația cât şi denumirea se 
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datoresc lui Dirac. 


Fie doi vectori |y; > şi |p> > ai unui spaţiu liniar. Prin operaţia 
de adunare, notată cu ”+”, cei doi vectori sunt puşi în cores- 
pondenţă cu un al treilea vector |pz > al aceluiaşi spaţiu, notat 
cu |p3 >= |pi > +l|p> >. Prin operaţia de înmulţire cu un 
număr complex a, fiecărui vector |p > îi corespunde un alt 
vector al aceluiaşi spaţiu, notat cu a|p >. Operaţiile de adunare 
a vectorilor şi înmulţire cu un număr satisfac următoarele axiome: 


1. Axiome referitoare la operaţia de adunare a vecto- 
rilor 


e |p > +|p2 >= |p2 > +lo > (comutativitate) 


e (p1 > +lp2 >) + los >= la > +(le2 > +les >) (asocia- 
tivitate) 


e există vectorul nul, notat |0 >, cu proprietatea |p > +]0 >= 
> 


e pentru orice element |p > există un element, notat |Pop > şi 
numit opusul său, astefl încât |y > +|Yop >= |0 > 


2. Axiome referitoare la operaţia de înmulţire a vectori- 
lor cu numere 


e înmulţirea cu numărul 1 se face astfel: 1|p >= |p > 


e înmulţirea cu un produs de numere este dată de: (ap)ly >= 


a(fBlp >) 


167 


3. Axiome referitoare la combinarea celor două operaţii 


e (a+f)lp >= alp > +ply > 
e a(|p:i > +]p2 >) = a|yı > +aļp2 > 


Menţionăm în continuare următoarele consecinţe ale axiomelor, 
de care se va face uz în utilizarea elementelor spaţiilor liniare: 


e vectorul zero |0 > este unic 


e prin înmulţirea cu numărul 0 se obţine vectorul nul: Oly >= 
0 > 


e vectorul opus fiecărui element |p > este dat de relaţia: |pop >= 
(—1)le >= -lp> 


e prin înmulţirea vectorului nul |0 > cu orice număr, se obţine 
întotdeauna vectorul nul: a|0 >= |0 > 


Prin definiţie, două spaţii vectoriale sunt izomorfe dacă între ele 
se poate stabili o corespondenţă biunivocă, în aşa fel încât, dacă 
la. >, |xa >, doi vectori ce aparţin spaţiului vectorial V, sunt în 
corespondenţă cu vectorii |p2 > şi |x2 > ce aparţin spaţiului Və, 
atunci în corespondenţă biunivocă sunt şi elementele a|g > cu 
alp > şi lei > +a > cu |p2 > +] >. 


De asemenea, se spune că o mulţime (finită sau infinită) de vec- 
tori subântinde un spaţiu S al unui spaţiu vectorial, dacă 
orice vector din © este o combinaţie liniară de vectori din această 
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mulţime. Noţiunea cea mai importantă într-un spaţiu liniar este 
cea de dependenţă liniară. Un set de k vectori este liniar- 
independent dacă egalitatea: 


k 
i=1 


implică a; = 0, i = 1, k. Dacă în egalitatea (4.1.1) nu toare nume- 
rele a; sunt nule, atunci vectorii |y; > sunt liniari-dependenţi. 
Conform acestei definiții, orice mulțime de vectori care conține 
vectorul nul |0 > formează un sistem de vectori liniar-dependenţi. 


Dacă într-un spaţiu vectorial nu se pot găsi mai mult de n vectori 
liniari-independenţi, spaţiul este prin definiţie n-dimensional. 
Tot prin definiţie, orice set de n vectori liniari-independenţi într- 
un spaţiu n-dimensional formează o bază a spaţiului. Se demon- 
strează că orice vector | > al spaţiului se poate exprima (în mod 
unic) ca o combinaţie liniară de vectorii |e; >, |e2 >,...... len > ai 
unei baze date a spațiului: 


IV >= X cler > (4.2) 


k=1 


Un exemplu simplu îl constituie spaţiul notat cu C”, prototipul 
tuturor spațiilor finit-dimensionale, ale cărui elemente sunt 
totalitatea seturilor de n numere complexe (n fixat). Este comod 
să se plaseze cele n numere într-o coloană, de exemplu: 


Tı Yı 
z >=ļ| : y>=|.: (4.3) 


Tn Yn 
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Prin definiţie, vectorii de tipul considerat se adună după regula: 


tı T y1 
t2 +y 

> +=] 7.7 (4.4) 
Tn T Un 


gi se înmulțesc cu un număr complex a după regula: 


a|r >= l (4.5) 


Cea mai simplă bază în acest spațiu o formează vectorii: 


1 0 0 
0 1 0 

€1 >= 0 e2 >= O EE En >= 0 (4.6) 
0 0 1 


În formula de descompunere (4.1.2) a unui vector oarecare după 
vectorii bazei (4.1.6), coeficienții sunt chiar numerele a (k = 
1,n). Spaţiul C” este important deoarece toate spaţiile complexe 
n-dimensionale sunt izomorfe cu spaţiul C”. 


4.1.2 Spaţii unitare şi spaţii Hilbert 


Un spaţiu unitar (sau euclidian) este un spaţiu vectorial în 
care este definit produsul scalar. Notăm deocamdată produsul 
scalar al vectorilor |p: > şi |p2 > prin (|1 >, 02). Prin definiţie, 
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produsul scalar este numărul complex asociat unei perechi or- 
donate de vectori şi care satisface axiomele: 


e (|p >,lp) > 0 pentru orice |p ># |0 >, (le >,|p) = 0 = 
lp >= |0 > 


e (ly >, |x >) = (|x >,le >)* (x reprezintă complex conjuga- 
tul unei mărimi) 


e (|p3 >, ailpı > +azlp2 >) = ally; >,la >) + az(lo > 
, |2 >) 


A treia proprietate exprimă, liniaritatea produsului scalar în al 
doilea factor. Dacă se combină proprietăţile a treia cu a doua, 
rezultă antiliniaritatea produsului scalar în primul factor: 


e (ailp > +az|p2 >, jys >) = a*(lyı >, |p3 >) + aă(le2 > 
, |23 >) 


Definim norma (sau lungimea unui vector) numărul real: 


lell = vile >, le >) (4.7) 


deci, spaţiul euclidian este un spaţiu normat. Doi vectori ai unui 
spaţiu unitar sunt ortogonali dacă: 


(le. >, lp2 >)=0 (4.8) 


iar o mulţime de vectori constituie un sistem ortogonal de vec- 
tori dacă oricare doi vectori din mulţime sunt reciproc ortogonali. 
Un sistem ortogonal de vectori este un sistem ortonormat dacă 
fiecare vector din sistem este normat, iar norma este finită. 
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O proprietate fundamentală a produsului scalar o constituie ine- 
galitatea Schwarz-Cauchy: 


I >, >< Illl Ixl (4.9) 


semnul egal realizându-se dacă şi numai dacă vectorii |y > şi |x > 
sunt liniar-dependenţi. 


În spaţiul unitar se poate introduce şi o metrică, definind dis- 
tanţa dintre doi vectori |x > şi |Y > prin: 


d= |lx —vll= vix > -=W >, lx > -l4 >) (4.10) 


deci orice spaţiu unitar este şi un spațiu metric. 


Spaţiul C” (definit în paragraful anterior) devine un spaţiu uni- 
tar, numit spaţiul euclidian n-dimensional, prin introducerea 
produsului scalar: 


(le >, ly >= Via (4.11) 
k=1 


Un spațiu important pentru mecanica cuantică este spațiul eucli- 
dian format din totalitatea seturilor numărabile de o infinitate de 
numere complexe de forma: 


r >= (4.12) 
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pentru care : 


` |£]? < oo (4.13) 
k=1 


Suma a doi vectori gi produsul unui vector cu un număr complex 
se definesc la fel ca în spațiul C”, iar produsul scalar este definit 
prin: 


OO 
(le >, ly >) = X` rur (4.14) 
k=1 
Vectorii |e1 >, |e2 >,......... care au numai unul din numerele din 


set egal cu 1 şi celelalte sunt egale cu zero, formează o bază a 
spaţiului. 


De asemenea, un interes deosebit îl prezintă spaţiul liniar infinit- 
dimensional format din toate funcţiile complexe continue f(x) 
definite pe axa reală, pentru care: 


I |f (x)| d£ < œ (4.15) 


OO 


În acest spațiu, produsul scalar este definit prin: 
Ho = | Fogle) (4.16) 


În descrierea dată de Mecanica cuantică unei particule fără spin se 
foloseşte spaţiul funcţiilor de undă, un spaţiu unitar infinit- 
dimensional. Elementele sale sunt funcţii continue de trei va- 
riabile spaţiale şi una temporală V(7,t) = y(x,y,z,t), funcţii 
diferenţiabile şi integrabile în modul pătrat: 


f | [WED < oo (4.17) 
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iar produsul scalar a două funcţii este definit prin: 


= | | fro (4.18) 


Un spaţiu unitar (euclidian) infinit-dimensional este, prin defi- 
niţie, un spaţiu Hilbert dacă el este şi un spaţiu complet, 
adică dacă orice şir Cauchy al său tinde către un element limită 
aparţinând spaţiului. 


Spaţiul funcţiilor de undă, de interes pentru Mecanica cuantică, 
nu este un spaţiu complet, dar poate fi pus într-o legătură strânsă 
cu un spaţiu Hilbert (prin înlocuirea integralei Riemann cu inte- 
grala Lebesgue), astfel încât, în continuare vom utiliza denimirea 
de spaţiul Hilbert al funcţiilor de undă. 


Într-un spaţiu Hilbert un sistem ortonormat de vectori este un 
sistem complet de vectori dacă singurul vector ortogonal pe 
toţi vectorii setului este vectorul nul. Un astfel de sistem or- 
tonormat şi complet de vectori |e, >,|ez >, ļe3 >,....len >,- 
(definiti prin relaţia 4.1.6) este denumit şi bază ortonormată a 
spaţiului Hilbert. Dată fiind o bază ortonormată {|en >%*., 
putem dezvolta orice vector al spaţiului Hilbert după vectorii ba- 
zei (vezi relaţia 4.1.2): 


>> 9 edens (4.19) 
n=l 


unde coeficienţii c» sunt definiţi prin produsul scalar: 


Cn = (len >, lY >) (4.20) 
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Norma vectorului |y > (4.1.7) se poate scrie atunci: 


pl? = lea! (4.21) 
n=l 


4.1.3 Operatori liniari. Operații cu operatori 
liniari 
Prin definiţie, un operator într-un spaţiu liniar pune în corespon- 


denţă fiecărui vector al spaţiului un alt vector al acestuia; îl vom 
nota A: 


WY >= Âlp> sau |y >= |Âọ > (4.22) 


Vom presupune în continuare că operatorii cu care lucrăm sunt 
definiţi în întreg spaţiul liniar. 


Prin definiţie, un operator este liniar dacă: 

A(ele > +c2|p2 >) = e Alpi > +e Âlipa > (4.23) 
pentru orice vectori |p; >, şi |p> > şi orice numere complexe cı 
şi co. In Mecanica cuantică se întâlnesc şi probleme care cer uti- 
lizarea operatorilor antiliniari. Aceştia. se definesc prin relaţia: 

(aly: > tele >) = ci Bei > +Blo2 > (4.24) 
Orice operator liniar transformă vectorul nul |0 > în el însuşi: 


Â|0 >= |0 > (4.25) 
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De asemenea, în fiecare spaţiu liniar sunt definiţi următorii ope- 
ratori liniari particulari: 


e operatorul unitate Î cu acţiunea Île >= |p >, pentru orice 
vector |p > 


e operatorul zero ( cu acţiunea 0|p >= |0 >, pentru orice 
vector |p > 


Cu operatorii liniari se pot efectua trei operații, al căror rezul- 
tat este tot un operator liniar, şi anume: 


e suma a doi operaori Â şi Ê, notată Ĉ = Â + Ê şi definită 
prin modul de acțiune: 


Clp >= Âlp > +Blp > (4.26) 


e înmulţirea unui operator cu un număr complex A, notată 
C = AA şi definită prin modul de acţiune: 


C = A(Âlp >) (4.27) 


e înmulţirea a doi operatori Â şi Ê, notată C = AB şi definită 
prin: 

Clio >= Â(Blp >) (4.28) 
Ordinea factorilor într-un produs de operatori este importantă 


deoarece, în general, ÂB 7- BÂ. Se introduce operatorul comu- 
tator a doi operatori liniari: 


C= ÂB - BÂ = |Â,B] (4.29) 
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notat cu ajutorul unor paranteze drepte şi care joacă un rol im- 
portant în Mecanica cuantică. 


Dacă pentru un operator liniar A există un alt operator B cu 
proprietatea: 


ÂB = Bå =Î (4.30) 


atunci se spune că operatorul Å este nesingular, iar operatorul 
Ê se numeşte inversul operatorului A. Conform acestei relaţii 
de definiţie, inversul inversului unui operator este chiar operatorul 
însuşi: 


(Â= Å (4.31) 


Dacă operatorul Ê cerut de relaţia (4.1.30) nu există, se zice că 
operatorul Â este singular. O caracteristică a unui operator sin- 
gular este aceea că există unul sau mai mulți vectori ai spațiului, 
diferiţi de vectorul |0 >, pe care acțiunea operatorului îi trans- 
formă în vectorul |0 >: 


Alp >= |0 >, |p ># |0 >= A operator singular (4.32) 


Fie un operator liniar A ce acţionează într-un spaţiu unitar şi fie 
produsul scalar (|p >, A] >) care, în notația Dirac se scrie: 


(le >, Alp >) =< pl Alp >=< el(Âlvb >) (4.33) 


unde vectorul ” < |” se numeşte vector ” bra”. Pe baza teoremei 
lui Riesz se poate scrie egalitatea; 


(e >, Âly >) = (x >, lY >) (4.34) 
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Se observă că prin această egalitate se stabileşte o corespondenţă 
între doi vectori ” ket” pe care o vom nota: 


Ix >= Ât|ọ > (4.35) 


unde operatorul ÂT se numeşte adjunctul (conjugatul) operato- 
rului A. Operatorul adjunct At are următoarele proprietăţi: 


e (åt) =Å 

e (Â+ Ê)t = Ât + Bt 
e \Â)T = àX* Ât 

e (AB)* = Êt Â+ 


Operatorii care se bucură de proprietatea 
Â = Ât (4.36) 


se numesc operatori autoadjuncţi sau hermitici. 


Fie doi vectori ”ket” fixati, |u > şi |v > într-un spaţiu Hilbert 
şi fie un operator liniar A definit prin modul de acţiune asupra 
unui ”ket” |p >, prin intermediul vectorilor ”ket” fixati: 


Alp >=<vlp > lu > (4.37) 


Se observă că acţiunea operatorului Â dă un vector proporţional 
cu |u >, coeficientul de proporţionalitate fiind < v|p >. 


Vom considera în continuare acţiunea operatorului A asupra unui 
vector ” bra” |y >: 


<y|ă =< yu >< v| (4.38) 
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adică, acţiunea operatorului Â transformă vectorul ”bra” < p| 
într-un vector proproţional cu < v|, coeficientul de proporţionalitate 
fiind numărul < y%|u >. Având în vedere această ultimă relație 
precum şi notația pentru produsul scalar (4.1.33), apare adecvată 
notarea operatorului Â prin: 


Â = |u >< v| (4.39) 
Se defineşte, în particular, operatorul: 
Ê, =< uju > cu <uļu>=1 (4.40) 


şi se numeşte proiectorul pe subspaţiul unidimensional subântins 
de vectorul |u > sau de vectorul < u|. Acest operator se bucură 
de proprietatea de idempotenţă, caracteristică oricărui operator 
de proiecţie: 


pb, (4.41) 


u 


4.1.4 Operatori unitari 
Prin definiţie un operator U este unitar dacă: 
ÔÛ+t = ÔtÛ = Î (4.42) 


Conform definiției, operatorii unitari sunt operatori nesingulari 
(vezi paragraful precedent) iar inversul lor coincide cu adjunctul 
lor: 


Ô- = Û+t (4.43) 


Proprietatea fundamentală a operatorilor unitari este aceea de 
conservare a produsului scalar: 


< 142 >=< Ûyi Up > (4.44) 
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De asemenea sunt adevărate următoarele proprietăţi: 


e produsul dintre un număr complex A şi un operator unitar este 
un operator unitar numai dacă |A| = 1 

e produsul a doi operatori unitari este întotdeauna un operator 
unitar 


4.1.5 Problema cu valori proprii asociată unui 
operator hermitic 


Fie un operator liniar Â, definit într-un spaţiu Hilbert. Prin 
definiţie, numărul a (în general complex) este valoarea proprie 
a operatorului A dacă există un vector al spaţiului Hilbert lu sf 
|O > care satisface ecuaţia; 


Alu >= alu >, |u >€ spaţiului Hilbert (4.45) 


Vectorul |u > se numeşte vector propriu (sau caracteristic) al 
operatorului Â. În aplicaţiile concrete, pentru a defini mulţimea 
vectorilor proprii ai unui operator, ecuaţia (4.1.45) este supli- 
mentată cu unele condiţii restrictive asupra vectorilor, numite 
condiţii de regularitate şi care sunt precizate pentru fiecare 
caz concret. Ecuația (4.1.45) defineşte orice vector propriu până 
la un factor multiplicativ arbitrar. 


Mulțimea valorilor proprii este numită spectrul valorilor pro- 
prii ale operatorului. Dacă unei aceleiaşi valori proprii a îi 
corespund mai mulţi vectori proprii liniar-independenţi, valoarea 
proprie este degenerată, iar numărul vectorilor proprii liniar- 
independenţi reprezintă ordinul degenerării valorii proprii. Da- 
că unei valori proprii îi corespunde un singur vector propriu, 
atunci valoarea proprie este nedegenerată. 
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Mulțimea vectorilor proprii ” ket” care satisface ecuaţia cu valori 
proprii (4.1.45) pentru o aceeaşi valoare proprie a formează un 
subspaţiu, numit subspaţiul asociat valorii proprii a a cărui 
dimensiune coincide cu ordinul degenerării valorii proprii a. 


În Mecanica cuantică vom întâlni problema, cu valori proprii nu- 
mai pentru operatori hermitici (A = AF). In acest caz, ecuaţia 
(4.1.45) are următoarele două proprietăţi importante: 


e valorile proprii ale operatorilor hermitici sunt numere reale şi 
sunt date de relaţia: 


_ <ulAlu > 


4.46 
< uļu > 440) 


e vectorii proprii corespunzători la valori proprii diferite sunt or- 
togonali 


Dacă spectrul valorilor proprii ale operatorului Â constă din va- 
lori proprii pentru care există vecinăţi în care nu se găsesc alte 
valori proprii, atunci spectrul valorilor proprii ale operatorului Â 
este un spectru discret. Spectrul valorilor proprii ale operato- 
rului Â ce satisface ecuaţia cu valori proprii (4.1.45) poate fi şi 
un spectru mixt, adică un spectru format din porţiuni de spec- 
tru discret şi din porţiuni de spectru continuu (porţiuni pentru 
care în vecinătatea oricât de mică a unei valori proprii se găsesc 
întotdeauna o infinitate de alte valori proprii). 


Admitem fără demonstraţie, următoarele rezultate extrem de im- 
portante pentru Mecanica cuantică, referitoare la problema cu 
valori proprii în sens generalizat, pentru un operator hermitic: 
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e valorile proprii sunt reale şi formează în general un spectru 
mixt 

e vectorii proprii corespunzători la valori proprii din porţiunea 
discretă au norma finită şi deci aparţin spaţiului Hilbert 

e vectorii proprii corespunzători la valori proprii din porţiunea 
continuă a spectrului nu au norma finită, deci nu aparţin spaţiului 
Hilbert 


In conformitate cu cele trei afirmaţii anterioare vom adopta ur- 
mătoarele notații pentru valorile proprii: 


è an, n = 1,2,.... în spectrul discret 
e a(a) (a, < a < az) în spectrul continuu 


Vectorii proprii se caracterizează de obicei prin mai mulţi indici, 
pentru că valorile proprii sunt degenerate. Vom nota prin |nr > 
Sau CU |up >, r = 1,2, ...gn, vectorii proprii corespunzători valorii 
proprii an, degenerată de ordin g». Cel de-al doilea indice r apare 
ori de câte ori valoarea proprie este degenerată. Vom nota cu 
las > (s = 1,2,....) vectorii proprii corespunzători valorii proprii 
a(a). Indicele s este folosit pentru a descrie degenerarea care în 
spectrul continuu este în general de ordin infinit. 


Deşi vectorii proprii ai spectrului continuu nu pot fi normati, ei 
pot satisface o condiţie e ortonormare în sens generalizat. Admi- 
tem următoarele proprietăţi de ortonormare ale vectorilor proprii 
ai unui operator hermitic: 


e în spectrul discret 


< RR >= fnn’ Ôr (4.47) 
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ceea, ce înseamnă că, pe de-o parte vectorii proprii corespunzători 
la valori proprii diferite sunt ortogonali şi că vectorii proprii au 
norma finită (care poate fi făcută 1), iar pe de altă parte vectorii 
proprii corespunzători la aceeaşi valoare proprie pot fi întotdeauna 
aleşi ortogonali între ei 

e orice vector propriu corespunzător unei valori proprii din spec- 
trul discret este ortogonal pe un vector propriu corespunzător unei 
valori proprii din spectrul continuu: 


< nr|as >= 0 (4.48) 


e în spectrul continuu, prin alegerea convenabilă a unui factor 
multiplicativ în expresia fiecărui vector propriu, se poate asigura 
valabilitatea relaţiei: 


< as|a's >= fsla — a) (4.49) 


unde 6(a — a) este funcţia lui Dirac (vezi Anexa 2). Proprieta- 
tea, (4.1.49) se numeşte proprietatea de ortonormare în scara 
parametrului s, în sens generalizat. 


4.1.6  Observabile 


Vom considera în continuare operatorii hermitici care admit un 
sistem complet de vectori proprii. Aceşti operatori vor fi denumiți 
şi observabile. 


Observaţie: mărimile care pot fi măsurate pentru o particulă 
cuantică (sau sistem cuantic) sunt denumite mărimi fizice sau 
mărimi observabile (impulsul, poziţia, momentul cinetic, ener- 
gia, momentul magnetic...). Ele sunt de obicei mărimi cu care 
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operăm şi clasic şi pe care le măsurăm folosind aparate macro- 
scopice, deci le determinăm în urma interacţiei dintre un sistem 
cuantic şi un sistem care ascultă de legile clasice. Starea unui 
sistem cuantic se manifestă în rezulutatele pe care le obţinem 
la măsurarea, observabilelor sale. 

Răspunsul obţinut la măsurarea unei observabile nu este univoc 
determinat de condiţiile de experienţă - sistemul cuantic ascultă 
de legi statistice. Statisticele observabilelor unui sistem cuan- 
tic sunt singurele proprietăţi ale sale pe care le putem determina 
experimental. Deci, starea unui sistem cuantic se identifică 
cu totalitatea statisticilor observabilelor sistemului. 


Coincidenţa denumirilor pentru mărimile fizice şi pentru operato- 
rii hermitici amintiţi mai sus, nu este întâmplătoare (vezi princi- 
piul II al Mecanicii cuantice). 


Faptul că un operator hermitic A admite un sistem complet de 
vectori proprii permite dezvoltarea oricărui vector |/ > al spațiu- 
lui Hilbert în forma generalizată (spectrul mixt): 


00  9n az œ 
>= Y ewar > + f S ealas > da (450) 
n=l r=l GI s=1 


unde coeficienții dezvoltării sunt dați de relațiile: 
Cnr =< nr |y > Cas =< alei > (4.51) 


după cum rezultă din proprietățile de ortonormare. Dacă vom 
înlocui relaţia (4.1.51) în relaţia (4.1.50) vom ajunge la o relație 
importantă: 


gn 
S_S_Inr >< nr] + | 


n=1 r=l o 


[a E 
` las >< as| = I (4.52) 
1 s=1 
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ceea, ce exprimă relaţia de completitudine a sistemului de vec- 
tori proprii ai operatorului A. Pătratul normei vectorului |% > 
este dat de relaţia Bessel: 


œo gn az © 
< ply >= X [enl + f Y [cas da (4.53) 
Q1  s=1 


n=l r=1 


Fie două observabile Â şi Ê şi fie Ĉ comutatorul acestora defi- 
nit conform relaţiei (4.1.29). Dacă C = 0, atunci observabilele 
se numesc compatibile, iar dacă C Z 0 observabilele se numesc 
incompatibile. Pentru aplicaţiile Mecanicii cuantice este deo- 
sebit de importantă următoare teoremă: condiţia necesară şi 
suficientă ca două observabile Â şi Ê să comute este ca 
ele să admită un sistem complet comun de vectori proprii. 


Conform acestei teoreme, în cazul particular în care o valoare 
proprie a operatorului A este nedegenerată 


Ala >= ala >, (4.54) 
vectorul propriu unic care-i corespunde trebuie să fie vector pro- 
priu şi pentru operatorul B. Intr-adevăr, dacă aplicăm operatorul 
B ecuaţiei precedente, vom obţine, pe baza comutării: 

B(Ala >) = A(Bla >) = aBla > (4.55) 
deci, pentru că a este valoare proprie nedegenerată, rezultă: 


Bla >= Ala > (4.56) 


Dacă valorile proprii a şi b sunt degenerate, vectorii proprii ai ce- 
lor doi operatori nu sunt univoc determinaţi şi deci nici sistemul 


185 


complet de vectori din teoremă nu este univoc determinat. Con- 
siderând însă mai multe observabile compatibile două câte două 
A, B, C,..., se poate ajunge în situaţia în care vectorii proprii 
comuni să fie univoc determinaţi (până la factori multiplicativi). 


Prin definiţie, observabilele Å, B, Ĉ, „„„„. formează un sistem 
complet de observabile dacă: 


e oricare doi dintre operatori comută (observabile compatibile) 
e la oricare combinaţie de valori proprii fixate a, b, c, .... ale 
operatorilor corespunde un vector propriu comun unic jabe >. 


4.1.7 Reprezentarea matricială a vectorilor şi 
operatorilor 


Fie un spaţiu unitar şi fie 
le, >, lez >, les ETEN le, enda (4.57) 


un sistem complet ortonormat de vectori din acest spațiu. Pentru 
simplificare vom considera că mulțimea de vectori (4.1.57) este 
numărabilă, iar condiţia de ortonormare se va scrie: 


< eiler >= Ôik (4.58) 


Relaţiile pe care le vom stabili se pot generaliza uşor la cazul 
în care mulţimea (4.1.57) nu este numărabilă. Completitudinea 
sistemului (4.1.57) se manifestă prin relația (4.1.52) aplicată în 
acest caz: 


5 len >< en| = Î (4.59) 
n=l 
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Orice vector al spaţiului unitar poate fi descompus, după vectorii 
bazei, în forma: 


SS ăla >. bac eu)i > (4.60) 
n=l 


Cunoaşterea vectorului |y > este echivalentă cu cunoaşterea tu- 
turor numerelor cp: 


IY > {cn jne (4.61) 
Se spune că numerele c, caracterizează vectorul |/ > în re- 
prezentarea sistemului complet de vectori {en}. Nume- 


rele c„ se plasează într-o coloană care are forma, în cazul infinit- 
dimensional: 


Y >= b: (4.62) 


Relaţia (4.1.62) scrisă cu ajutorul vectorului ” bra” < | este: 
Lwy E Li (4.63) 
n=1 


deci, vectorul < 4| este caracterizat în reprezentarea {|en >} 
prin coeficienții cž, care pot fi convenabil plasati într-o matrice- 
linie (infinită în general): 


ai oa G Ee) (4.64) 


187 


Produsul scalar a doi vectori |V > şi |y > 


Wes calea > 2 >= S dale” > (4.65) 
n=l n=l 


are expresia cunoscută: 
< yle >= (Ñ G e )| d (4.66) 


Fie un operator liniar oarecare Â. Acţiunea sa asupra oricărui 
vector este determinată de acţiunea asupra vectorilor unui sistem 
complet de vectori. Dacă vom considera acest sistem ca fiind 
sistemul ortonormat (4.1.52), atunci acţiunea operatorului Å este: 


Alen >= X` Arnler > (4.67) 
k 


unde numerele Akn se numesc elementele de matrice ale ope- 
ratorului A în reprezentarea sistemului complet de vectori (jeg > 
)%. Din ultima relaţie, dacă se ţine cont de condiţia de ortonor- 
mare (4.1.58), rezultă: 


Aprn =< epļÂlļen > (4.68) 
Totalitatea numerelor Aķn se plasează într-o matrice pătratică cu 


o infinitate de linii şi coloane: 


Âe | 4a A aie (4.69) 
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Sunt valabile următoarele proprietăţi: 


e relaţiilor algebrice dintre vectori (” ket” sau ”bra” ) le corespund 


aceleaşi relaţii între matricile asociate 


e orice ecuaţie vectorială 
Ip >= AW > 


cu 


Y >= 5. calea > ip >= X diler > 
n k 


este echivalentă cu ecuaţia matricială: 


adică cu egalităţile: 


dk = ` Anii 


e relaţiilor algebrice între operatori: 


C=Â+B Ĉ=aÂ C=AÂB 


le corespund respectiv ecuaţiile matriciale: 


Ciz = Aij + Bi 
Cij = aÅij 


Ci = X AB 
k 


(4.70) 


(4.71) 


(4.72) 


(4.73) 


(4.74) 
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e matricea asociată operatorului unitate Î este matricea unitate 
(elementele de pe diagonală sunt egale cu 1 iar celelalte sunt zero): 


Ijk =< e;|Îler >=< e; |ex >= jk (4.75) 


e unui operator hermitic îi corespunde o matrice hermitică (adică 
o matrice care coincide cu complex-conjugata transpusei ei): 


Amn =< em|Âļen >=< en|AY|em >*=< en|Alem >*= A* (4.76) 


e unui operator unitar U îi corespunde o matrice unitară: 


UU+ = UtU = Î Ei SI eN sa Om; ` UžkUnm = Ök- TT) 


În cazul finit-dimensional putem calcula întotdeauna determinan- 
tul unei matrici. Dacă el este diferit de zero atunci matricea este 
nesingulară. Pentru matricile unitare (4.1.77) rezultă: 


det U| =1 (4.78) 


De obicei, ca vectori ai sistemului ortonormat complet (4.1.57) se 
iau vectorii proprii au unui operator hermitic A: 


ler >= uz > Alu >= azur > (4.79) 


Matricea asociată oricărui operator în reprezentarea vec- 
torilor săi proprii este diagonală deoarece: 


AÅmn =< Uml|âlUn >= an < Um|Un >= anômn (4.80) 


iar pe diagonala ei figurează chiar valorile proprii ale ope- 
ratorului. 
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4.2 Principiile mecanicii cuantice 


Legile generale ale comportării sistemelor atomice sunt descrise 
în forma unor principii (postulate) ale Mecanicii cuantice. Ex- 
primarea legilor Mecanicii cuantice nu se poate face fără folosirea 
unui limbaj matematic abstract. În cadrul principiilor sunt pre- 
zentate atât formalismul de lucru cât şi interpretarea for- 
malismului, adică modul în care din mărimile cu care operează 
teoria se extrag rezultate cu semnificaţie fizică. 


4.2.1 Principiul I (principiul stărilor) 


Enunţ: starea oricărui sistem fizic la un moment dat este descrisă 
de unul sau mai mulţi vectori normati dintr-un spaţiu Hilbert 


lb >, lY >, lb > <br >= k=1,K (4.81) 


împreună, cu ponderile asociate pi, pə, ....pPr, numere pozitive şi 
subunitare (0 < pp < 1) pentru care 


K 
Wp=l (4.82) 
k=l 


Observații 


e Vectorii care descriu starea sistemului fizic se numesc vectori 
de stare, iar spaţiul Hilbert căruia îi aparţin se numeşte spaţiul 
stărilor. 


e Vectorii de stare constituie generalizarea funcţiilor de undă 
W(7,t) întâlnite în paragraful (4.1.2), folosite pentru descrierea 
comportării cuantice a unei particule fără spin. Funcţia de undă 
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este interpretată ca o amplitudine de probabilitate de localizare 
a particulei. Ea este continuă şi integrabilă în modul pătrat, iar 
pătratul amplitudinii reprezintă densitatea de probabilitate de lo- 
calizare. Condiția de normare pentru funcția de undă se scrie 
explicit: 


| W(P, t| dV =1 (4.83) 


şi ne arată că, probabilitatea pentru a găsi particula în spaţiu la 
momentul t este egală cu 1, adică reprezintă certitudinea. Produ- 
sul scalar a două funcţii de undă este definit prin: 


< Yip >= | 1" (Tor) dr (4.84) 


Spațiul stărilor se schimbă odată cu sistemul fizic studiat. Pentru 
un sistem de N particule fără spin, dacă vom nota cu T4, T2, -TN 
vectorii lor de poziție față de un sistem fix de axe, atunci vectorii 
de stare sunt funcții continue de aceste coordonate şi de timp 


(71, Fa, -FN t) (4.85) 


normabile, pentru care condiția generală (4.2.81) se scrie: 


1 S : lY(Fi, F2...FN;t)| dVidV2....dVyn =1 (4.86) 


e Vectorii de stare pentru un sistem de una sau mai multe par- 
ticule pot fi aleşi nu numai în funcție de coordonatele de poziție. 
Orice particularizare a vectorilor de stare înseamnă alegerea unei 
baze în spaţiul stărilor, ceea ce oglindeşte anumite ipoteze asupra 
sistemului studiat, bazate în ultimă instanţă pe cunoaşterea sa 
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experimentală. 


e Principiul I nu formulează restricţii asupra vectorilor de stare, 
deci, orice vector al spaţiului stărilor ar putea figura printre vec- 
torii de stare; în particular, dacă |y > şi |p> > sunt vectori de 
stare, atunci şi vectorul 


lY >= ala > tele > (4.87) 


(c1,c2 numere complexe) este un vector de stare. Astfel, prin- 
cipiul I implică valabilitatea în Mecanica cuantică a principiu- 
lui de suprapunere a stărilor, proprietate cerută de analiza 
experienţelor de difracție. 


Rostul vectorilor de stare este să descrie proprietăţile stării siste- 
mului, adică, să descrie statistica oricărei observabile a sistemului. 
Experinenţa conduce la concluzia că există două situaţii distincte: 
- cazul stărilor pure, caz în care proprietăţile sistemului rezultă 
dintr-un singur vector de stare a cărui pondere este egală cu 1 

- cazul stărilor mixte, caz în care sunt necesari mai mulţi vec- 
tori de stare împreună cu ponderile lor, pentru descrierea, stării 
(cel mai frecvent întâlnit în practică). 


4.2.2 Principiul II 
Enunţ: 


a. Oricărei mărimi observabile A a unui sistem fizic îi corespunde 
un operator hermitic Â ce acţionează în spaţiul stărilor asociat 
sistemului fizic, operator care admite un sistem complet de vec- 
tori proprii. 

b. Valorile proprii ale operatorului asociat unei observabile repre- 
zintă singurele valori pe care le poate lua observabila respectivă 
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în condiţiile experimentale create de măsurarea ei. 

c. Operatorii Q şi P,, corespunzători coordonatelor carteziene 
de poziţie qą şi respectiv impulsurilor conjugate p pentru un sis- 
tem de particule, se construiesc în aşa fel încât să fie respectate 
relaţiile operatoriale: 


0;0.]=60 15,2]=60 [Ê Âr] =-—iħő (4.88) 


d. Pentru observabilele (energie, moment cinetic orbital) care în 
cazul clasic sunt funcții de variabilele dinamice, operatorul co- 
respunzător în Mecanica cuantică se obţine înlocuind, în expresia 
clasică a observabilelor, variabilele canonice prin operatorii ataşaţi 
lor. În cazul în care observabilele nu sunt funcţii de variabilele di- 
namice, se va recurge la alte consideraţii pentru a stabili expresia 
operatorului asociat. 


Observaţii 


e Conform afirmației b, valorile proprii ale operatorului asociat 
unei observabile au o semnificaţie fizică directă. Valorile proprii 
ale unui operator se obţin din rezolvarea ecuaţiei cu valori proprii 
(4.1.45) pentru care sa caută soluţii ce satisfac condiţiile de regula- 
ritate specifice. Interpretarea dată valorilor proprii este sprijinită 
de faptul că spectrul de valori proprii al unui operator hermitic 
este format din numere reale. 


De asemenea, prin afirmaţia b se explică cuantificarea unor mă- 
rimi fizice (cele pentru care spectrul se valori proprii al operatoru- 
lui asociat este discret) şi necuantificarea altora (spectrul continuu 
de valori proprii). 


În legătură cu valorile pe care le poate lua o observabilă, este posi- 
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bilă o comparaţie directă între teorie şi experienţă, din care să re- 
zulte corectitudinea operatorului asociat unei observabile concrete 
precum şi însăşi corectitudinea formalismului în care mărimile ob- 
servabile sunt reprezentate prin operatori hermitici. 


Referitor la ecuaţia cu valori proprii (4.1.45), se observă că ope- 
ratorul A şi valoarea proprie a au aceeaşi dimensiune, ceea ce 
înseamnă, conform principiului II, că operatorul asociat are di- 
mensiunea mărimii fizice pe care o reprezintă. 


e Referitor la afirmaţia c, se poate sublinia că, între Mecacnica 
cuantică şi cea clasică există. o legătură puternică ce se reflectă în 
structura formală a Mecanicii cuantice. Dirac a emis ipoteza că 
în Mecanica cuantică trebuie să existe o operaţie care să implice 
operatorii asociaţi a două observabile, al cărei corespondent în 
Mecanica clasică. să fie operaţia de construire a parantezei Pois- 
son pentru mărimile fizice clasice respective. 

Paranteza Poisson a două mărimi observabile ce depind de vari- 
abilele canonice p şi q are expresia dată de relaţia (3.3.32) (din 
capitolul anterior ) şi se bucură de proprietăţile deja amintite de 
liniaritate în factori, antisimetrie, identitatea lui Jacobi. In par- 
ticular, parantezele Poisson pentru variabilele canonice p şi q au 
expresiile date de: 


{gg} =0 {pj pk} =0 {Pj de} = Oi (4.89) 


Proprietăţile parantezelor Poisson caracterizează şi operația de 
formare a comutatorului a doi operatori liniari, definită prin rela- 
tia (4.1.29): 


[B, Â] = BÂ — ÂB = —[Â,B] antisimetrie (4.90) 
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[aa Aa + i As B] = on Aa, B] + Oo|Â2, B] liniaritate (4.91) 


LAB, C] = Â[8,C] + [Â,C]8 (4.92) 


Similitudinea proprietăţilor parantezei Poisson a două observabile 
şi ale comutatorului operatorilor asociaţi face plauzibilă punerea 
în corespondenţă a acestor mărimi. Există însă o deosebire de care 
va, trebui să ţinem seama: în timp ce paranteza Poisson a două 
funcţii reale este tot o funcţie reală, comutatorul a doi operatori 
hermitici nu este un operator hermitic, ci unul antihermitic: 


A 


[Â, B]* = (AB — BÂ)* = BYAt — Ât Êt = —[Â,B] (4.94) 


Se observă că, dacă se înmulţeşte comutatorul cu numărul ima- 
ginar i = VI, se obţine un operator hermitic. Deci, nu este 
nefiresc să se stabilească o corespondenţă între paranteza Poisson 
{A, B} şi comutatorul i|Ă, Êj]. Trebuie doar să intervină un fac- 
tor de proporționalitate care să asigure aceleaşi dimensiuni can- 
tităţilor puse în corespondenţă. Acest factor pentru comutatorul 
operatorilor este chiar constanta Planck redusă A. 

În particular, pentru A = qj şi B = qr, rezultă corespondenţa: 


d AX 
(aja) o zli Q (4.95) 
Analog, pentru A = p; şi B = pp, obținem condiţia: 


[P;, Ps] = 0 (4.96) 
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Pentru A = p; şi B = qk, deoarece 1p;, qk} = ô; corespondenţa: 


JR mi A 
{Pj d) o RE Qi] (4.97) 
conduce la realaţia: 
2 ada hoa 
Pi, Qk] = PAi (4.98) 


e Procedeul indicat de principiul II (afirmatia d) de înlocuire a 
variabilelor canonice prin operatorii asociați lor în expresia cla- 
sică a unei mărimi fizice, permite construirea operatorilor asociați 
oricărei observabile cu corespondent clasic. 


4.2.3 Principiul III (principiul interpretării sta- 
tistice) 


A. Cazul pur 


Enunţ: la o măsurare a unei observabile A, efectuată la mo- 
mentul t, în starea pură descrisă de vectorul de stare |/ >, pro- 
babilitatea ca rezultatul să fie o valoare proprie an din spectrul 
discret al operatorului asociat observabilei este: 


Jn Jn 
aS lare > (4.99) 
r=1 r=1 


iar probabilitatea de a găsi un rezultat cuprins în intervalul (a, a+ 
da) din spectrul continuu este: 


dp = (X |casP)da = Y | < ash > [da (4.100) 
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e Observaţii şi consecințe 


e În enunţul principiului III al Mecanicii cuantice s-au respectat 
notaţiile din paragraful 4.1.5 referitoare la vectorii proprii pentru 
spectrul discret şi respectiv continuu pentru cazul general în care 
valorile proprii sunt degenerate. 

e Principiul III exprimă în mod explicit previziunile statistice ale 
Mecanicii cuantice, previziuni ce rezultă, din vectorul de stare. În 
afară de vectorul de stare trebuie cunoscuţi operatorul A asociat 
observabilei pe care o studiem, valorile şi vectorii proprii ai aces- 
tuia. 

e Statisticile observabilelor depind de timp, pentru că şi vectorul 
de stare, deci coeficienţii Cnr şi Cas, daţi de relaţia (4.1.51) depind 
de timp. 

Condiţia. de normare a vectorului de stare descompus după siste- 
mul complet de vectori proprii ai operatorului A asociat observa- 
bilei A: 


SS lenr? + je S lcas| da = 1 (4.101) 
n=l r=1 &i s=1 


se transcrie, pe baza principiului III, sub forma: 


X plan) + J dp=1 (4.102) 


Astfel, se asigură condiţia. de normare a probabilităților, venind 
în sprijinul interpretării formulate de principiul III. 


e Valoarea medie a unei observabile 
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Deoarece principiile I şi II ne arată ce rezultate se pot obţine 
la măsurarea unei observabile şi cu ce probabilităţi, ele permit 
calcularea mediei statistice a observabilelor în fiecare stare a 
sistemului fizic. Conform definiţiei mediei statistice pentru o va- 
riabilă aleatoare z, din teoria probabilităților 


T=< T> Y ae (4.103) 


n 


gi ținând seama de interpretarea statistică a rezultatelor în Me- 
canica cuantică, avem: 


In 

A = X anplan) + fe dp(a) = F Y dalal + | SI aleaaftatoa 
n n r=l s 

Folosind expresiile (4.1.51) pentru coeficienții Cnr şi Cas obtinem: 


gn 
A=X_ ncn < VlAlnr > +| E acas < p|Âļas > d4.105) 
=f: A 


n r 


Deoarece vectorii |nr > şi as > sunt vectori proprii ai operatorului 
A, putem exprima, valoarea medie a unei observabile prin relaţia: 


Jn 
A = dd cm < Vlâlnr > + [Sa < Wlâlas > da4.106) 
r=l s 


n 


Dacă vom ţine cont de liniaritatea produsului scalar în al doilea 
factor, precum şi de liniaritatea operatorului A, expresia prece- 
dentă se poate scrie sub o formă foarte simplă: 


A =< p| Âl > (4.107) 
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Formula (4.2.107) ne arată că, dacă ţinem cont de hermiticitatea 
operatorului A, A este un număr real, în acord cu interpretarea 
mărimii fizice A. 


B. Cazul mixt 


Dacă sistemul fizic se află într-o stare mixtă, atunci, pentru des- 
crierea, proprietăţilor sale, adică a statisticilor observabilelor sale, 
nu este suficient un singur vector de stare. Statisticile observa- 
bilelor, în acest caz nu pot fi descifrate decât ca o suprapunere 
a unor statistici care fiecare în parte rezultă dintr-un vector de 
stare şi intervin cu anumite ponderi. 


Enunţ: la măsurarea observabilei A, efectuată la momentul t, 
în starea descrisă de vectorii de stare |n >, |V >, ....... x > şi 
ponderile pı, p2, ....pr, probabilitatea ca rezultatul să fie o valoare 
proprie am din spectrul discret este dată de: 


K Jm 
p(âm) =S y < mST (4.108) 
k=1 r=l 


iar probabilitatea de a găsi un rezultat în intervalul (a, a + da) 
din spectrul continuu este: 


K 


dp = X p(X | < asly > P)da (4.109) 


k=1 s 


Observații şi consecințe 
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e Afirmațiile principiului III referitoare la cazul mixt constituie 
o generalizare a cazului pur: probabilitățile pentru diferitele re- 
zultate posibile se obţin prin însumarea (cu ponderi) a probabi- 
lităţilor din cazul unor stări pure fictive, care ar fi descrise de câte 
unul din cei K vectori de stare. 

e Valoarea medie a unei observabile într-o stare mixtă va fi, ţinând 
cont de Principiul II: 


K 
A =X pr < bulb > (4.110) 


k=1 


Deci, media unei observabile într-o stare mixtă este o medie pon- 
derată a valorilor medii în stări pure descrise de fiecare din vectorii 
de stare. 

e În cazul mixt, condiţia (4.2.102) de normare a probabilităților 
este asigurată de completitudinea sistemului de vectori proprii ai 
operatorului Â, de normarea vectorilor de stare (4.2.81) şi de pro- 
prietatea (4.2.82) a ponderilor. 

e Pentru ca la un moment dat să avem certitudinea rezultatului 
obţinut la măsurarea unei observabile A, este necesar şi suficient 
ca toţi vectorii de stare să fie vectori proprii ai operatorului A 
ataşat observabilei, pentru aceeaşi valoare proprie din spectrul 
discret. 


4.2.4 Principiul IV (principiul evoluției tem- 
porale) 
Afirmatiile conţinute în principiile anterioare s-au referit la starea 


sistemului la un moment dat, dar, proprietățile sistemelor sunt de- 
pendente de timp (statisticile observabilelor se modifică în timp). 
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Enunţ: pentru orice sistem cuantic există un operator hermi- 
tic H, numit operatorul hamiltonian, astfel încât vectorii de 
stare care descriu starea sistemului satisfac ecuaţia diferenţială de 
ordin întâi în raport cu timpul: 


RŽ >= Åhh > k=1,K (4.111) 


Ponderile asociate nu depind de timp. 

Ori de câte ori este posibil, operatorul hamiltonian este construit 
pornind de la funcția lui Hamilton corespunzătoare sistemului în 
cazul clasic. 

Dacă sistemul evoluează în condiții externe independente de timp, 
caz în care are sens observabila energiei, atunci operatorul hamil- 
tonian coincide cu operatorul energiei. 


Observaţii şi consecințe 


e Ecuatia (4.2.111) se numeşte ecuaţia Schrödinger genera- 
lizată sau ecuaţia Schrödinger dependentă de timp (sau 
temporală). 

e Ecuația Schrödinger temporală este liniară şi omogenă. Aceasta 
asigură efectiv valabilitatea principiului de suprapunere a stărilor, 
posibilitate deschisă de principiul I. 

e Ecuația Schrödinger generalizată, este de ordinul întâi în raport 
cu timpul. De aici rezultă că, vectorul de stare la momentul iniţial 
determină univoc vectorul de stare la un moment ulterior. Şi în 
cazul cuantic, la fel ca şi în cel clasic, starea la un moment dat 
determină starea la un moment de timp ulterior. Observăm că şi 
din punct de vedere al evoluţiei temporale starea se identifică cu 
vectorii de undă şi ponderile asociate. 

e Produsul scalar a două soluţii ale ecuaţiei Schrödinger genera- 
lizate este constant în timp. Dacă |yu > şi |V > sunt doi vectori 
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de stare (deci satisfac ecuaţia Schrödinger temporală) atunci 


< pily >=< Vila >t (4.112) 


În particular, dacă || >= |uy2 > atunci norma vectorului de 
stare se conservă în timp. Dacă normăm vectorii de stare la 
un moment iniţial (< |V >= 1), atunci ei vor fi normati la 
orice moment de timp ulterior (< y| >;= 1). 

e În situaţiile care au analog clasic, legea de evoluţie se dovedeşte 
înrudită cu ecuaţia Hamilton-Jacobi din Mecanica clasică. 

Să considerăm ca exemplu o particulă fără spin, de masă m, aflată 
într-un câmp de forţă care derivă din potenţialul V(F,t) (F = 
—VV(r,t)). Vom presupune că forţa depinde explicit de timp, 
deci nu suntem în cazul conservativ. În aceste condiţii, în cazul 
clasic, funcţia: 


P 
H ee r 4.11 
Ta +V(r,t) ( 3) 


joacă rol de hamiltoniană. Ecuațiile de mişcare, conform forma- 
lismului Hamilton vor fi: 


H 
Di = =. P= më (4.114) 
O qi 
OH 
i = =f 4.115 
d dp, =" ( ) 


In cazul cuantic, se admite că operatorul hamiltonian corespun- 
zăsituaţiei descrise este: 


x h2 p 
A = -—A +V (Ft) (4.116) 


adică este operatorul obţinut din hamiltoniana clasică prin subs- 
titu 
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c tiile obişnuite p — P şi 7 — f. Atunci, conform principiului 
IV, funcţia de undă /(7,t), care descrie o stare pură a particulei, 
satisface ecuaţia : 

Oy R 


ih = A+ Vy (4.117) 


adică tocmai ecuaţia Schrödinger temporală, în forma ei iniţială. 


e Variația în timp a valorii medii a unei observabile 


Valoarea medie a unei observabile A, dată în cazul unei stări pure 
de relaţia (4.2.107) are în general o dependenţă de timp. Derivata 
madiei în raport cu timpul are o Dice simplă: 


dA PE 
e bl Âl > | <y? y> + < y| A > (4.118) 


Vom înlocui în această ultimă relaţie derivatele funcției de undă, 
folosind legea de evoluție m 

dA 1 Aih 

a pn < PIHAlL > | <3 y> z < på > 


=< y? Ay > P < y|AH — H Â]y(.119) 


Cei trei termeni pot fi scrişi a ca Ame medii ale anumitor 
operatori: 


2: t —[Â, A] (4.120) 


Relația (4.2.120) reprezintă legea de evoluție pentru valoarea me- 
die a unei observabile. Ea aminteşte de rezultatul mecanicii cla- 
sice pentru derivata în raport cu timpul a unei funcții oarecare de 
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variabilele canonice p şi q ale unui sistem şi de timp: 
df _ of 
dt ôt 


unde {f, Hu) este paranteza Poisson dintre funcţia f şi funcţia 
clasică a lui Hamilton pentru sistemul studiat. 


+{f, Ha} (4.121) 


Relaţia (4.2.120) este valabilă şi în cazul stărilor mixte. 
e Stări staţionare 


Fie un sistem care evoluează în condiţii exterioare independente 
de timp. În acest caz, conform principiului IV, operatorul hamil- 
tonian FI coincide cu operatorul energiei. Fie vectorul de stare ce 
caracterizează sistemul la un moment dat: 


Wa >> > 6 Et (4.122) 


unde Em este o valoare proprie din spectrul discret al energiei, 
iar |um > un vector propriu corespunzător operatorului energiei 
(hamiltonian) ce satisface ecuaţia cu valori proprii: 


Pum >= Em|um > (4.123) 


Acţiunea operatorului energiei asupra vectorului de stare |V, > 
va, fi: 


Fps >= ei Et jum >= Eh > (4.124) 


Se verifică imediat că vectorul de stare |Y. > verifică ecuaţia 
Schrödinger temporală (4.2.111), deci |Ws > este o soluţie a a 
ecuaţiei Schrodinger temporale, pentru o dependenţă de timp fac- 
torizată. Starea descrisă de vectorul de stare (4.2.122) se numeşte 
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stare staţionară şi are următoarele proprietăţi: 


- la orice moment de timp, |Yst(t) > este un vector propriu al 
operatorului energiei (4.2.123), astfel încât în starea descrisă de 
el energia sistemului are o valoare bine determinată 

- în starea, descrisă de relaţia (4.2.122) statistica oricărei ob- 
servabile independente de timp este constantă în timp, 
ceea, ce conduce la următoarea relaţie: 


JA, H] = 0 (4.125) 


proprietate ce se verifică imediat pe baza relaţiei (4.2.124) şi a 
hermiticităţii operatorului H. 


4.2.5 Principiul V 


Procesul de măsurare a unei observabile este un proces de interac- 
ţie a unui sistem cuantic cu un aparat de măsură, un sistem macro- 
scopic ce ascultă de legile fizicii clasice. În urma unei măsurători 
sistemul cuantic ia valori bine determinate pentru unele dintre ob- 
servabilele sale, conform principiilor II şi III. Măsurătoarea însă 
modifică starea sistemului. Corectitudinea previziunilor asupra 
comportării sistemului asupra căruia s-a efectuat o măsurătoare 
poate fi în principiu testată prin noi măsurători. 

Experiența arată că, dacă pentru un sistem măsurăm observabila 
A şi găsim rezultatul a, şi imediat după aceea măsurăm din 
nou observabila A obținem acelaşi rezultat a. 


Enunţ: dacă se măsoară efectiv observabila A pentru un sis- 
tem fizic descris de vectorul de stare |Y > şi se obţine rezultatul 
an, atunci vectorul de stare imediat după efectuarea măsurătorii 
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este: 
Por Y > 


V< Y| Pa lY > 


unde P,„ este proiectorul pe subspaţiul asociat valorii proprii. 


W >= ha, >= (4.126) 


Observaţii şi consecinţe 


e Enunţul principiului V de mai sus, făcut pentru cazul pur se 
poate extinde cu uşurinţă la cazul mixt. 

e Principiul V afirmă producerea unui salt al vectorului de stare 
în urma operaţiei de măsurare a unei observabile, în contrast cu 
evoluţia continuă a vectorului de stare atunci când asupra siste- 
mului nu se intervine cu aparate de măsură. Rezultatul este dife- 
rit de cel din Mecanica clasică, unde efectuarea unei măsurători 
asupra unui sistem poate fi condusă astfel încât practic să nu se 
modifice starea sistemului. 

După măsurătoare vectorul de stare evoluează din nou continuu, 
pornind de la starea (4.2.126), respectând ecuaţia Schrödinger ge- 
neralizată (4.2.111) atâta timp cât sistemul nu mai este perturbat 
de o altă măsurătoare. 

e Starea obţinută în urma măsurătorii este determinată nu numai 
de starea anterioară măsurătorii, ci şi de interacţia dintre sistem 
şi aparatul de măsură, care a condus la realizarea rezultatului an. 
Situaţia aceasta este duferită de cea din fizica clasică, unde rezul- 
tatele unei măsurători evidenţiază numai proprietăţile sistemului 
şi permit determinarea stării. 

e În paragraful (4.1.6) am introdus noţiunea de observabile com- 
patibile şi incompatibile plecând de la comutatorul lor. Am vazut 
că, pentru două observabile, condiţia necesară şi suficientă. ca să 
fie compatibile este ca operatorii asociaţi să admită un sistem co- 
mun de vectori proprii. Conform principiului V, două observabile 
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compatibile ce caracterizează starea unui sistem sunt simultan 
bine determinate. 


4.3 Probleme 


4.1 Folosind regulile algebrei ” bra-ket” demonstraţi următoarele 
relaţii: 


Rezolvare: 


a. Să considerăm o bază ortonormată | a >. Conform definiţiei 
trasei, în reprezentarea matriceală;: 
ir( XV) = So <alăY la> 
(a) 
Dacă introducem un nou set complet de stări: 
ir( XP) = 5 o <alăla><alYla> 
(a) (a) 
== 5 S <alYla><alăla> 
(a) (a) 
= cal ăYla > 
(a”) 
= tr(Ŷ X) 
S-a folosit faptul că: 


<aļ| X |d > <d |Ŷ]|a> 
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sunt numere deci comută între ele. 

Problema se poate generaliza pentru cazul a n operatori (Ñn). 
Trasa produsului dintre aceştia posedă proprietatea de ciclicitate, 
în sensul că: 


tr(XıX2...Xn) = tr(Xna Xi. Xn) 


N 


b. Pornim de la un element oarecare al matricei transpuse (XY } : 


SaNi Jz 
< al (4%) |b >=< b| XY |a >“ 


Saale aa as 
(e 
pe dea ee pa a 

(e 
z cala essei is 

E 
= <a|ă'Yt|e> 


Ca urmare s-a demonstrat relaţia: 


(XP) = Xp 


4.2 Să se demonstreze că operatorii:. 
(a) componente impuls: Da, Py, Bz; 


(b) hamiltonian pentru o particulă liberă 


2 2 2 
ne 1 h2 O | O | o 
2m ðr? ôy? 082z? 
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sunt hermitici. 
Rezolvare: 


a. Un operator A este hermitic dacă şi numai dacă: 


+00 +00 
1 u* Âvdz = f (uâ) uda 
unde s-a considerat că funcţiile u,v depind doar de coordonata z : 
u = u(r) 
v = v(x) 


In cazul în care operatorul A coincide cu operatorul impuls: 


a O 
A = —iħ— 
i Oz 
se obţine: 
+00 d +00 
fe (ag) dr = -ih f udv 
da 
+00 d ” 
= —ihu*v | ih fo “ de 
da 


+00 d x 
u 
v | —iħ— | dz 
| ( a 
Primul termen este nul deoarece descreşte suficient de repede în 


apropierea limitelor de integrare. S-a obținut astfel ceea ce tre- 
buia demonstrat. 
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În mod similar se procedează şi pentru celelalte două componente. 


b. Problema este rezolvată dacă se verifică faptul că operatorii: 
02/82, 92/9y2, 92/8922 


sunt hermitici. Fie: 


A 92 
ZA Mea pt 
ox? 
ê 
b Or 
Atunci se obţine: 
"PF E da 
aog „ðw 
fe (Fo) = Jez da 
+00 ə j 
p * +œ _ u d 
u*w |1% wz x£ 
+00 
B -f ðU” a _ Ov du 
= “5 Or Or 


Pe de altă parte membrul al doilea al condiţiei de ciclicitate este: 
+00 


+00 +00 
Du O2u* ð (ðu* 
/ (3) vdr = Da v= f(E) vdr 


+00 
OQu* Tss ðu* \ Ov 
Es- S (£) T 
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+00 


- -f ðu* % 
E Oz Ta 


—00 


Deoarece s-a obţinut acelaşi rezultat operatorul 6?/ðx? este her- 
mitic. La fel se procedează şi cu 92/92, 92/9022. Folosind regulile 
de calcul (adunarea) între operatorii hermitici rezultatul cerut de 
punctul (b) este evident. 


4.3 I Să se demonstreze următoarele relaţii dintre operatorii Â, B, Ĉ 


(b) [Â, BC] = B[Â, Ô] + [Â, BJC 
II Să se arate că dacă Å, B sunt operatori ce verifică. relaţia, 
A, 8, â”! = 0 
atunci: i O 
LA”, B] = mA™H[A, B] 
Rezolvare: 


I Folosim definiția comutatorilor: 


a. 


ÂB,6] = ÂB6-CÂB+ (ÂCB - 468) 


II Demonstrăm valabilitatea acestei relaţii prin inducţie: 
e m=1 o s 
A, B] = [A, B] 
e presupunem relaţia adevărată pentru m : 
Â", Ê] = mân-[A, Ê 
e demonstrăm pentru m + 1. 


Înmulţim relația anterioară la stânga cu A ş i apoi adunăm 
cantitatea A (48 — BÂ) în ambii termeni: 
JÂ”, B] = A (45 = BA") = Â" Ê A DAR 
= mână, Ê] = må" (âB — BÂ) 
Aâm, B] + Â"JÂ,] = må” (âb - BÂ) + å” (âb - BÂ) 
= (mr 1jân (åB = BÂ) = (m + 1)Â”JÂ, 8] 
Pe de altă parte, condiţia problemei înseamnă: 


(4, 8], â” S 
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Deci revenind în relaţiile anterioare: 
Âlâ", Ê] + Anţâ, Ê] = AÂmB — ABÂn + Am (48 z BÂ) 


S AmHB — ABAN (48 — BÂ) AR 


= AmHp — ABân + ABân — BÂ" 
= åm- bÂ" 


Ca urmare relaţia este adevărată şi pentru m + 1. 


âm, Ê] = (m + 1) Â" JÂ, ÊI 


4.4 Să se demonstreze valabilitatea următoarelor relații de co- 
mutare: 


a. [ĉ, pe] = ih; [, py] = 0; [Pz y] = 0; 
b. (ê, la] = sE; ly] mz sh, 
€. [zi în] = îl: [ps 2] = île: [ls n) > il; 


T 

AIN 
d. [l] = 0 PNI 
unde [—operatorul moment cinetic; la, ly, lz— componentele aces- 
tuia, într-un sistem de referinţă cartezian. 


Rezolvare: 


(ê, Perly Tr Pa — Pr? 
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= g (n) Y — (=n) xy 
db oð 

= —iħ p- Ži =) 

= —iħ (Z === a) 

= iħ 


= —iħ 23 — 7 ev) 
(90 _ 2 
= 0 


(Pr, Pyl = PzPyV — Pyr Y 


| 
| 
N 
Î E EI 
F| 
N 
|v 
S 
= 
| 
SE 
N 
F| 
S 
D 
L 


Rezultatele se pot generaliza sub forma: 


iħi=j 


lâ: p;i] = îhâi = { T 


b. Momentul unghiular se calculează ca: 


P= PPE 


unde componentele pe axele carteziene cu ajutorul definiţiei: 


T 


Ca urmare folosind definițiile operatorilor, observația că: 


şi proprietăţile comutatorilor se poate scrie: 


[$i] = [2 9pe — 25] = [2952] — 18 25,] 


|l 
z> 
E 
RS» 
S 
+ 
= 
ab, 
R> 
R 
| 
= 
E 
kok 
a 
| 


ihz 
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[În în] = [9p — 26, Pe — 2p] = [Ope 286] + [Py 262] 
= 25 Be] + Bz 2] + 28, Palpe + Bold, 2182 + 
+2ĉ[py, Da gz a LUP 2]pz + 3|2,02]Py F l2, Aa 
= lf, 2] + êle, Bl 
= 912, Bebe + 2, 
=> (—9Ba + ĉpy) 2, Dz = 
= iħ, 


Celelalte relaţii de la punctul (c) rezultă prin permutări ciclice. 
d 


[12,1] > [24 
2 Í 


= Ísle În] + Úr, belle + bl le] + 
+ ji T Í; [fz il + i3 i] 

= sh (îi. = lil ol i.) 

= 0 


unde A, a, zo— constante. Să se calculeze următoarele mărimi me- 


dii: 
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(a) (7); (Ax); 
(b) (p); (Ap) ; 
(A Ar 
(d) (p°); (Ap?) 


Se cunosc integralele: 


FIE 
i oxp (-a2)dr = q7 

Pi 

| oxp (-ar?)de = au? 


(vezi Anexa 3) 
Rezolvare: 


a. Folosim definiția valorilor medii şi ţinem cont de faptul c à 
funcţia de undă are o parte reală şi una imaginară: 


r2 
p(x) = Aexp (-5) exp(îkoz) 


Il 
n 
d 
= 
a 
= 


(7) 
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(Ar) =z- (2) 


N~ 
2 
I 


| var a fea 


n fe (-5 + iko) dz 


1 
= nl f apdet hia ruta 
= hiko 


unde s-a folosit condiția de normare: 


-+00 
J da = 1 


(Ap) = p — (p) 


+00 


GS | Paz 


+00 2 1 
= jaf qa exp (-3) dz = |A|? Va 


Amplitudinea se determină din condiţia de normare: 


Ca urmare: 


(p°) 


> 

O 

X 

D 
ES 
QIS 
N N 
wE 
a 

8 

| 

> 
N 
Q&Q 

EI 


(Az?) = (x°) — (ap = La 
+00 +00 2 

f Y*p ydr = —h? I roy 
z 


+00 +00 
h? * * T : 2 
T fwya- fy (— 23 + iko) paz 


+00 
R? alr ont 


R? 27:2 
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Rezultatul cerut este: 


h2 
(Ap?) = (P) - (p = za tki Rko 
h2 
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4.6 (a) Să se găsească soluţia ecuaţiei Schrodinger atemporal ă 
pentru o particulă care se mişcă într-o cutie rigidă unidimensio- 
nală cu pereţi în punctele z = Oşi x = 5a, a— constantă pozitivă. 


(b) Să se determine valorile proprii ale energiilor. 
(c) Să se scrie funcţiile proprii asociate. 


Rezolvare: 


(a). Ecuația diferenţială atemporală a lui Schrödinger pentru 
această mişcare este: 


O  2mE 
E l y0 
ox? i h? Y 
Facem notația: 
piz 2mE 
h2 
Ecuația diferențială ce trebuie rezolvată devine: 
oy 
—— + kb =0 
ox? ii 


cu condițiile la limită: 


(0) = y(5a) = 0 


Analizăm cazurile posibile ale mişcării: 
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e E < 0 = k? < 0. In acest caz ecuaţia caracteristică are 
soluții reale şi deci funcția de undă va fi exprimată prin 
soluţii cu exponent real, deci nemărginite. Condiţiile la li- 
mite impun îns ă anularea funcţiei de undă în aceste puncte, 
deci condiţia Æ < Onu poate fi posibilă. 


e E<0=k2<0. 


In acest caz ecuaţia caracteristică are soluţii imaginare şi deci 
funcţia de undă va fi exprimată prin soluţii cu exponent imaginar, 
deci mărginite. 


p(x) = Asin kz + B cos kx 
Constantele A, B se determină din condiţiile la limită: 


B = 0 
Asin5ak = 0 = 
5akn = nr,n = 0,1,2,... 
po a 


(b). Revenind în notatia lui k obținem valorile proprii ale energiei: 


R (n N2 
ap == (=) n? 
2m \õa 
S-a obținut un spectru discret de valori cuantificat de numărul 


n2. 


(c) Funcţiile proprii asociate acestor valori ale lui kn sunt: 


Yn = Ansin kat 


„NT 
An Sin — T 


5a 
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Constanta A, o determinăm din condiţia de normare: 


5a 


5a 
2 
/ | pnl i să da 
5a 
0 


Ca urmare: 


4.7 O particulă este descrisă de funcţia de undă: 


EI au —a<r<a 
0,xz < —a,xr >a 


w(z) 


(a) Determinaţi constanta A din condiţia de normare; 

(b) Calculaţi probabilitatea de a găsi particula undeva în regiu- 
nea 0 <z < ia. 

(c) Calculaţi poziţia medie a particulei. 


Rezolvare: 


(a) Condiţia de normare conduce la: 


a 


BE = 


—a 
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(b) Probabilitatea de a găsi particula undeva în zona 0 < z < 


ta este: 
a/2 a/2 
3 
f | Yn Pas = 5 | dr 
0 0 


3 1af 1 


2838 16 


(c) Valoarea medie a poziției particulei este: 


J oneste = f | Yn |" da 


—a 


Valoarea aşteptată a poziţiei particulei se află în pozi ţia centrală. 


4.8 Să se determine soluția ecuației Schrodinger dependent à de 
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timp a unei particule de masă m şi impuls p care se mişcă uni- 
dimensional într-un spaţiu caracterizat de potenţialul constant Vo. 


Rezolvare: 


Ecuația Schrödinger dependentă de timp este: 


„Opl t) _ _ h2 Pylat) 
Moa Sa or OMR) 


Pentru a rezolva această ecuație vom căuta o soluție de forma: 
plz, t) = p(z)F (t) 


în care variabilele spaţiu şi timp sunt separate. După înlocuire în 
ecuaţie găsim: 


1 df i 
fd Ea 
K d2p 
sma e RE 


Din prima ecuaţie diferenţială, după separarea variabilelor f şi 
tşi integrare, rezultă (C—constant): 


dfo i 
F == aa 
f = foexp (ict) „fo — const. 


Propunem ca soluţie pentru cea de-a doua ecuaţie diferenţială |, 
forma exponențială 


p(z) = po exp (2) 
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Verificând această soluţie rezultă: 


Adei as 


2m 


adică tocmai energia totală a particulei, care poate avea orice 
valoare posibilă (spectru discret). Soluţia generală devine: 


p(z, t) = poexp (e) fo exp (501) 
= Aexp ; (pz — 20) 


- afi) 


Conform principiului superpoziției stărilor şi considerând Vo = 0, 
soluția generală în reprezentarea impulsului este: 


+00 


p(z, t) = [ao exp E (i = Z) dp 


—00 
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„1 Elemente de calcul variaţional 


O funcţională este o generalizare a unei funcţii matematice. 
Ea reprezintă o regulă prin care unei funcţii oarecare i se asociază 
un număr. 


Acţiunea se defineşte ca: 

t2 

S= | Lagta 

tı 
Condiția ca funcția să aibă un extrem, implică: 

ôS = 0 
Această mărime corespunde variației funcției la trecerea de la o 
traiectorie q;(t) (i = 1,1) la alta q;(t) (i = 1,1) pentru care se 


produce o variaţie a coordonatelor generalizate cu ðq = q!(t)—a,(t) 
şi ale vitezelor generalizate corespunzătoare: 


iiO = GO — AlO = lat) -aO = da 


Variația funcţionalei ar corespunde unei comutări de pe o traiec- 
torie pe alta: 


t2 


t2 
s= | La + basi + sg = | Merda 
jA 


1 ti 
t2 


t2 
= | EEE = East) E f RET 
A 


tı 


t l 
2 OL 

5 f (3 dq; + + ada) a 
AA aş, 


i=1 
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deoarece deplasările virtuale nu depind de timp. 


Deoarece: 
OL OL d d (OL d (ƏL 
dd; = ôg) = = ( ôa ) — (32) dai 
atunci, 


t l 
2 ðL d /ðL d /ðL 
nS I a [Eaa Sa (Zsa) “a (5) a] 


0 


Cum ôqi(tı) = 5q;(t2) = 0, din relaţia de mai sus rezultă: 


2L d (8L L ƏL 
Ea —6 i = ô Pie = 0 
J — di C a) dă, Sl 


i=1 


Atunci, variația acțiunii va lua forma: 


t l 
5 ðL d (OL 
s= | E- 3 (a) adt 
n SI LOa dt Nod; i 


Conform principiului lui Hamilton, dacă traiectoria este reală, 
atunci ultima integrală trebuie să se anuleze oricare ar fi variațiile 
6q;. Deoarece aceste deplasări sunt independente între ele, pentru 
ca variaţia ôS să fie nulă este necesar ca: 


d (ƏL OL 


I 
ka 
~ 


adică ecuațiile lui Lagrange. 


228 


Anexa A 
Funcţia ô 


Simbolul 6(z) introdus de Dirac (1930) nu notează o funcţie, ci 
un anumit proces de trecere la limită , întâlnit în multe probleme 
de fizică. Proprietăţile mărimii 6(z) sunt concentrate în relaţiile 
de mai jos: 


a. 6(z) = 0 pentru z #0 
b. ô(0) are o valoare nemărginit de mare 
c. [IE flo)ăteaz = f(0) 


Funcţia f(x) se presupune continuă şi cu derivate continue. Pen- 
tru f(x) = 1 rezultă: 


A "ei (A.1) 


În general, întâlnim funcţia ô (x — zo) care are punctul de singu- 
laritate în £ = z şi pentru care vor fi valabile relaţiile: 
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a. 6(z — £o) = 0 pentru x # 0 

b. ô(x — xo) este nemărginită pentru £ = To 
c. [IE Faăte — zo)dz = f(x.) 

Din aceste ultime proprietăţi rezultă că: 


/ f(x)ó(x — zo)dz = f(z) dacă zo € [a,b] 


0 dacă xo € [a,b] 


(A.2) 


Anexa B 


Integrale Poisson 


Integralele Poisson sunt de tipul: 


OO 
pre G: EN 


(0 


Una din metodele de rezolvare este integrarea prin părți: 


1 
i je = a d(e) g”! 
2a 
(0) (0) 

at N EE EE EN 

= i ax n OO n d 
A ) i Mega ] a A 

(0) 

zi 

se Ra 
2a 


S-a obţinut astfel o relaţia de recurenţă care permite găsirea tu- 
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turor integralelor I„ cunoscând valoarea corespunzătoare lui n=0: 


Sa 
0 
e n=l al 
a 2 
n= fe d tdr = — 
0 
e n=2 N 
1 
r= feas = E 
4a\a 
0 
en=3 N 
2 1 
h= —ax Sd RS 
3 fe x’dr Ia 
0 
e n=4 Fa 
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